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FEUILLETAGES ET ACTIONS DE GROUPES
SUR LES ESPACES PROJECTIFS
JULIE DESERTI ET DOMINIQUE CERVEAU
ABSTRACT. A holomorphi foliation F on a ompat omplex manifold
M is said to be an L -foliation if there exists an ation of a omplex Lie group
G suh that the generi leaf of F oinides with the generi orbit of G. We
study L -foliations of odimension one, in partiular in projetive spae, in
the spirit of lassial invariant theory, but here the invariants are sometimes
transendantal ones. We give a bestiary of examples and general properties.
Some lassiation results are obtained in low dimensions.
0
IRMAR, UMR 6625 du CNRS, Université de Rennes I, 35042 Rennes, Frane.

Table des matières
Introdution 5
Introdution 5
Chapitre 1. L -feuilletages. 13
1. Feuilletages de odimension 1 de CP(n) assoiés à une algèbre de Lie de hamps de veteurs. Premières propriétés. 13
2. L -feuilletages ave une singularité isolée en dimension n ≥ 3. 24
3. Théorèmes généraux. 28
Chapitre 2. Exemples. 35
1. Prinipe de onstrution d'exemples. 35
2. Exemples logarithmiques. 38
3. Exemples issus de formes quadratiques. 39
4. Exemples issus d'ations lassiques. 40
5. Exemple de Gordan-N÷ther. 49
Chapitre 3. L -feuilletages de degrés 0 et 1 sur CP(n). 53
1. Feuilletages de degré 0 sur CP(n). 53
2. Feuilletages de degré 1 sur CP(n). 54
Chapitre 4. L -feuilletages sur CP(3). 59
1. Feuilletages de degré 2 sur CP(3). 59
2. L -feuilletages de degré 2 sur CP(3). 62
Chapitre 5. L -feuilletages quadratiques sur CP(n). 79
1. L -feuilletages quadratiques sur CP(n), n ≥ 4. 79
2. Exemples de type 4.1. 87
Chapitre 6. L -feuilletages de degré trois sur CP(4). 95
1. L'algèbre L est isomorphe à sℓ(2,C). 95
2. L'algèbre L est abélienne 98
3. L'algèbre L = Lα a pour présentation {[X, Y ] = Y, [X,Z] = αZ, [Y, Z] = 0}, α 6= 0.103
4. L'algèbre L a pour présentation {[X, Y ] = [X,Z] = 0, [Y, Z] = Y }.130
5. L'algèbre L a pour présentation {[X, Y ] = [X,Z] = 0, [Y, Z] = X}.139
6. L'algèbre L a pour présentation {[X, Y ] = Y, [X,Z] = Y + Z, [Y, Z] = 0}.142
Chapitre 7. L -feuilletages de degré 0 et de odimension quelonque sur CP(n).147
3
4 TABLE DES MATIÈRES
Bibliographie 151
Introdution
La théorie lassique des invariants, au sens où l'on peut l'entendre au
XIX
eme
sièle, propose étant donnée une ation algébrique d'un groupe al-
gébrique G sur une variété algébrique ompate M de dérire le orps des
fontions rationnelles R sur M invariantes sous l'ation de G.
Parmi les pionners de la théorie des invariants, on retiendra en partiulier
Sylvester et Hesse, puis Gordan et N÷ther qui font une approhe que l'on qual-
ierait aujourd'hui d'eetive. Ces travaux aompagnent le développement de
l'algèbre linéaire, de la théorie des matries et de la géométrie projetive. Cette
approhe hange radialement, non sans polémique, ave les travaux de Hilbert
et Hurwitz.
La géométrie lassique produit tout un folklore d'exemples. Nous en rap-
pelons ertains, en liaison ave la lassiation des objets algébriques ; l'un
des plus populaires est sans doute l'invariant j des ourbes elliptiques que l'on
peut voir de diérentes manières : ation de PGL(2,C) sur
CP(4) ≃ {quadruplets de points sur la sphère de Riemann}
ou ation de PGL(3,C) sur
CP(9) ≃ {ourbes de degré 3 dans CP(2)}
et. Nous mentionnerons aussi l'exemple de Gordan-N÷ther en réponse à une
armation de Hesse. L'ubiquité de et exemple est tout à fait étonnante.
Dans tout le disours qui suit les objets sont dénis sur le orps C des
nombres omplexes. Si Aut M désigne le groupe des automorphismes de M ,
on dispose d'un morphisme ϕ : G→ Aut M et R est invariante si
R(ϕ(g).m) = R(m)
pour tout m ∈ M et g ∈ G. Si χ(M) désigne l'espae des hamps de veteurs
holomorphes sur M , on sait, lorsque M est ompate, que χ(M) est une C-
algèbre de Lie de dimension nie qui s'identie naturellement à L ie(Aut M).
Par suite, ϕ induit un morphisme d'algèbres de Lie
Dϕ : L ie G→ L ie(Aut M) ≃ χ(M)
et produit une sous-algèbre de Lie L de χ(M) : l'image de Dϕ. Notons que
l'ation de G sur M produit un  feuilletage  singulier F de la variété M .
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Nous dirons que F est un L -feuilletage. Evidemment e feuilletage peut être
trivial, par exemple lorsque l'ation est transitive ou à l'inverse lorsque G est
un groupe disret. On s'intéressera au as où e feuilletage est de odimension 1
dans une situation générale, en partiulier lorsque l'ation n'est plus algébrique,
'est-à-dire lorsque les feuilles du feuilletage assoié sont transendantes. Sur
une variété algébrique M ompate, un L -feuilletage de odimension 1 est
assoié à une 1-forme fermée rationnelle Ω. C'est une onséquene à peu près
direte du fait que le groupe d'automorphismes de M est algébrique. Comme
nous l'a signalé Serge Cantat, e résultat persiste si M est ompate kähleri-
enne. Par ontre e n'est plus vrai dans le as non kähler. L'exemple le plus
standard est le suivant : soit Γ ⊂ SL(2,C) un sous-groupe disret oompat.
La variété M = SL(2,C)/Γ est munie d'une L -feuilletage orrespondant à
l'ation du groupe triangulaire sur M . Ce feuilletage n'est pas déni par une
1-forme fermée mais est  transversalement projetif . Il est probable que e
soit un fait général, ei étant onforté par un résultat réent de [4℄.
Donnons maintenant quelques propriétés des L -feuilletages de odimen-
sion 1 sur les espaes projetifsCP(n) (hapitre 1). Le degré d'un L -feuilletage
surCP(n) est majoré par n−1 ; lorsqu'il est maximal, on a alors dimL = n−1
et on peut proter pour n petit de la lassiation des algèbres de Lie pour
donner une desription des  invariants généralisés  de F . Par invariant
généralisé on entend une primitive de la forme fermée rationnelle Ω dénissant
F ou toute fontion  élémentaire  intégrale première de F . Remarquons
que les feuilles d'un L -feuilletage de odimension 1 sur CP(n) sont dominées
par C
n−1
; il sut de hoisir n− 1 éléments génériques X1, . . ., Xn−1 dans L
et de onsidérer l'appliation
(t1, . . . , tn−1) 7→ exp(t1X1) ◦ . . . ◦ exp(tn−1Xn−1)(z)
qui est d'image dense dans la feuille passant par z. Cei explique pourquoi les
formes fermées Ω intervenant ii sont très spéiales ; par exemple le omplément
des ples de Ω (les ples sont invariants par F ) ne peut être Kobayashi hy-
perbolique. Les feuilles d'un L -feuilletage peuvent être denses ou d'adhérene
des variétés réelles Levi-plates.
Nous montrons qu'un L -feuilletage sur CP(n), n ≥ 3, possédant un point
singulier isolé est néessairement de degré 1 et que dans une arte ane ad-ho
les feuilles sont les niveaux d'une forme quadratique de rang maximum. C'est
une onséquene plus ou moins direte du théorème de Frobenius singulier de
B. Malgrange. Ce résultat devrait avoir un analogue en odimension supérieure.
Nous dérivons ensuite quelques propriétés des L -feuilletages liées à la na-
ture algébrique de L . Par exemple si tous les éléments de L sont nilpotents,
le feuilletage assoié possède une intégrale première rationnelle. Il faut ette
hypothèse forte ar même dans le as abélien e résultat ne persiste pas. Mod-
ulo des hypothèses de régularité naturelles et néessaires, si L est résoluble,
INTRODUCTION 7
F possède un hyperplan invariant. Enn si [L ,L ] = L , e qui est le as si
L est semi-simple, alors F possède enore un invariant rationnel.
Le hapitre 2 est onsaré à la desription d'exemples, issus d'ations de
groupes, pour la plupart lassiques.
Dans le hapitre 3 nous montrons que les feuilletages de degrés 0 et 1 sur
CP(n) sont des L -feuilletages. Nous donnons la liste des invariants généralisés
orrespondants.
Le hapitre 4 est onsaré à la desription omplète des L -feuilletages sur
CP(3). De ette étude on peut déduire le théorème suivant :
Théorème 0.1. Soit G un groupe de Lie omplexe onnexe agissant sur
CP(3). On est dans l'un des as suivants :
(i) l'ation est triviale,
(ii) il existe une orbite dense,
(iii) l'orbite générique est de dimension 2 et l'ation de G possède un
invariant généralisé (fontion onstante sur les feuilles, éventuellement
multivaluée) appartenant à onjugaison près à la liste qui suit :
zλ00 z
λ1
1 z
λ2
2 où
2∑
i=0
λi = 0, z
λ0
0 z
λ1
1 z
λ2
2 z
λ3
3 où
3∑
i=0
λi = 0,
z0
z1
,
z1
z3
exp
(
z0z3 + z2z1
z1z3
)
,
z0
z3
exp
(
z22 − z1z3
z23
)
,
z0
z3
exp
(
z22 − z1z3
z0z3
)
,
z1z
κ−1
3
zκ0
exp
(
z2
z3
)
,
z0
z1
exp
(
z2
z1
)
,
z23
z1z3 − z22
exp
(
z0
z3
)
,
z2
z3
exp
(
z0z3 − z1z2
z23
)
,
z0z3 − z1z2
z23
exp
(
z2
z3
)
,
Q
z20
où Q est une forme quadratique,
z0z
2
3 + z1z2z3 + z
3
2
z33
,
z20z
2κ
3
z23(z1z3 − z22)κ
,
z0z3 + z2z1
z1z3
,
(z0z3 − z1z2)κ
zκ+12 z
κ−1
3
ave κ 6= ±1 et
(z0z
2
3 − z1z2z3 + z
3
2
3
)2
(z1z3 − z
2
2
2
)3
où κ et λi ∈ C.
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(iv) l'orbite générique est de dimension 1 ; le feuilletage assoié est elui
d'un hamp de veteurs linéaire.
Ce théorème permet d'envisager une desription topologique systématique
des feuilles des L -feuilletages sur CP(3).
On note l'étrange fait suivant : toutes les surfaes invariantes qui apparais-
sent i-dessus (e sont les ples de Ω) sont données par les zéros de polynmes
à oeients entiers.
Rappelons qu'un polynme P ∈ C[z1, . . . , zn] est dit minimal s'il est à bre
générique onnexe. Tout polynme P se fatorise omme suit : P = p(Q) où
p ∈ C[t] et Q est un polynme minimal.
Du théorème préédent on déduit le :
Corollaire 0.2. Soit P ∈ C[z1, z2, z3] un polynme minimal ; notons
GP := {g : C3 → C3 ane, P ◦ g = P}.
On suppose que l'orbite générique de GP est de dimension 2, i.e. P est pré-
isément l'invariant de GP . Alors à onjugaison près P appartient à la liste
qui suit :
z0, z
p0
0 z
p1
1 z
p2
2 , z
p0
0 z
p1
1
Q, z0 + z1z2 + z
3
2
où Q désigne un polynme de degré 2, pi ∈ N et gcd(p0, . . .) = 1.
Le hapitre 5 est onsaré aux L -feuilletages de degré 2. Atuellement
nous n'en avons pas la desription générale pour n ≥ 4. On présente quelques
exemples et on traite ertains as spéiaux.
Dans le hapitre 6 on propose e qui devrait être la lassiation des L -
feuilletages de degré 3 sur CP(4). Comme on l'a dit L est ii de dimension
trois. Nous avons utilisé le logiiel Maple pour dérire ertaines sous-algèbres
résolubles de dimension 3 de l'algèbres des matries omplexes 5× 5. Une fois
ette desription, 'est-à-dire les diérentes possibilités d'algèbres L , obtenue,
les aluls des invariants sont loalement triviaux mais très lourds. Nous en
avons présenté quelques-uns, même au risque de rebuter le leteur... La taille
des aluls explose de la dimension trois à la dimension quatre et ertains
 résultats  ne seront nalement que des observations. Toutefois même si
l'on ne peut prétendre obtenir des énonés au sens lassique, ei permet de
présenter une grande liste d'exemples que l'on peut espérer être exhaustive.
INTRODUCTION 9
Bien sûr, haque fois qu'un énoné dépend de l'utilisation de Maple, nous le
signalerons.
Préisons tout de même quelques résultats sur CP(4). Si F est un L -
feuilletage de degré 3 sur CP(4) alors l'algèbre de Lie L fait partie de la liste
suivante :
1. sℓ(2,C)
2. C
3
3. Lα dont la présentation est {[X, Y ] = Y, [X,Z] = αZ, [Y, Z] = 0}
4. L0 = C⊕ A où A est l'algèbre de Lie du groupe ane.
On note qu'il manque ii quelques algèbres de dimension 3 ; en fait e sont
des dégénéresenes des préédentes qui ne produisent pas de L -feuilletages
de degré 3. C'est le traitement des as 3 et 4 qui a néessité l'usage de Maple.
Nous avons trouvé 17 modèles dans l'éventualité 3 et 9 dans l'éventualité 4
L'étude des situations 1 et 2 se fait de façon lassique. On obtient les deux
résultats suivants :
Théorème 0.3. Soit F un L -feuilletage de degré 3 sur CP(4). Si L est
abélienne, alors le feuilletage F admet à onjugaison près l'une des intégrales
premières suivantes :
zκ00 z
κ1
1 z
κ2
2 z
κ3
3 z
κ4
4
4∑
j=0
κj = 0
zκ+ξ+11
zκ2 z
ξ
3z4
exp
(
z0
z1
)
zκ3 z4
z1+κ1
exp
(
z1z2 − z0z3
z1z3
)
z0z
2
4 − z1z2z4 + z1z23
z1z
2
4(
z1
z4
)
exp
(
z0z
2
4 − z1z2z4 + z1z23
z1z
2
4
)
zκ1 z
1−κ
4
z0
exp
(
z23 − z2z4
z24
)
z0
z4
exp
(
z1z
2
4 + z2z3z4 − z33
z34
)
z0z
3
4 + z1z3z
2
4 − z
2
2
z2
4
2
− z43
4
+ z2z
2
3z4
z44
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Les κi, κ et ξ sont des nombres omplexes.
Dans le as où L est isomorphe à sℓ(2,C) on montrera le :
Théorème 0.4. Soit F un L -feuilletage de degré 3 sur CP(4). Si L est
isomorphe à sℓ(2,C), alors le feuilletage F admet à onjugaison près l'une
des intégrales premières suivantes :
z23z
2
4 − 4z2z34 − 4z33z5 + 18z2z3z4z5
z41
(z3z
2
2 + z5z
2
1 − z1z2z4)2(
z3z5 − z
2
4
4
)3
Nous terminons par un ourt hapitre d'exemples de L -feuilletages de
odimension supérieure ou égale à 2.
Notre lassiation est exprimée en termes de feuilletages, plus préisé-
ment en termes d'intégrales premières. Nous n'avons pas listé les ations de
groupes ; mais dans le texte on trouvera les diérentes sous-algèbres de Lie
qui produisent des L -feuilletages. On peut en déduire aisément les ations de
groupes orrespondantes.
Les L -feuilletages jouent aussi un rle important dans l'étude loale des
singularités de feuilletages. En dimension trois, il existe une théorie de rédu-
tion des singularités ([2℄, [1℄) ; les modèles loaux après rédution sont les L -
feuilletages assoiés à des algèbres de Lie abéliennes. Ils interviennent aussi de
façon naturelle sur les variétés ompates omplexes sans fontion méromorphe
non onstante mais possédant susamment d'automorphismes (tores généraux
et plus généralement ertains quotients de groupes de Lie par des réseaux o-
ompats et). Sur es variétésM tout feuilletage est assoié à la donnée d'une
sous-algèbre de Lie de l'algèbre χ(M). Initialement nous avons entrepris ette
étude pour la raison suivante. Il existe un feuilletage FΓ dit exeptionnel sur
CP(3) assoié à une ation du groupe des transformations anes de la droite.
Ce feuilletage est  stable  et par onséquent l'adhérene de l'orbite de FΓ
sous l'ation naturelle de Aut CP(3) ≃ PGL(4,C) est une omposante de l'es-
pae des feuilletages de odimension 1 sur CP(3). Les adhérenes des feuilles
de FΓ sont des surfaes de degré six, degré  anormalement  grand. La
question est de savoir s'il existe d'autres feuilletages exeptionnels assoiés à
des ations de groupe. Nous avons trouvé parmi les L -feuilletages sur CP(4)
un andidat à être exeptionnel ; il est de degré trois et ses feuilles sont des
hypersurfaes de degré douze. Elles sont données par les niveaux de la fontion
rationnelle (
z0z
3
4 − z
2
2
z2
4
2
− z3z24 + z2z23z4 − z
4
3
4
)3
(
z1z24 − z2z3z4 + z
3
3
3
)4
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On onjeture que e feuilletage est stable.
L'essentiel du mémoire est  self-ontained  ; nous avons laissé dans le
texte des aluls expliites qui, bien que tous élémentaires, illustrent diverses
tehniques d'approhe.
Nous remerions J. Pereira pour sa gentillesse et sa disponibilité perma-
nentes.

CHAPITRE 1
L -feuilletages.
1. Feuilletages de odimension 1 de CP(n) assoiés à une algèbre
de Lie de hamps de veteurs. Premières propriétés.
On note π : Cn+1\{0} → CP(n) la projetion anonique. Si ω =
n∑
k=0
Akdzk
est une 1-forme intégrable sur Cn+1 ave Ak polynme homogène de degré ν
sur C
n+1
, on désigne par S ing ω le lieu singulier de ω
S ing ω := {A0 = . . . = An = 0}
Dans toute la suite on suppose, quitte à diviser les Ai par gcd(A0, . . . , An), que
odimCS ing ω ≥ 2. On dira que ν est le degré de ω. Le feuilletage assoié à la
1-forme ω desend à CP(n) si et seulement si
n∑
k=0
zkAk = 0 et tout feuilletage
F de dimension 1 sur CP(n) est ainsi déni. Le feuilletage déni par ω sur
C
n+1
est noté F˜ mais on dira indiéremment que ω dénit F ou F˜ . L'égalité
Aut CP(n) = PGL(n+ 1,C) onduit à
χ(CP(n)) = L ie Aut CP(n) ≃ M (n+ 1,C)/C.Id
où χ(CP(n)) désigne l'ensemble des hamps de veteurs holomorphes sur
CP(n) et M (n + 1,C) l'espae des matries omplexes (n + 1) × (n + 1).
Ainsi un hamp de veteurs holomorphes sur CP(n) peut être vu omme un
hamp de veteurs linéaire sur C
n+1
moduloC.R où R désigne le hamp radial
R =
n∑
i=0
zi
∂
∂zi
. Notons enore que l'identiation hamps-matries est naturelle
puisque le ot d'un hamp linéaire X est du type etAx où A est  la matrie
 de X . On prendra garde au fait que si les matries A et B orrespondent
aux hamps X et Y , alors le rohet de Lie [X, Y ] orrespond à BA− AB.
Soit F un feuilletage de odimension 1 sur l'espae projetif CP(n). On
introduit la
13
14 1. L -FEUILLETAGES.
Définition. On dit que F est un L -feuilletage de odimension 1 s'il
existe une sous-algèbre de Lie L de χ(CP(n)) telle qu'en tout point générique
z ∈ CP(n) on ait la propriété :
L (z) est l'espae tangent à la feuille de F en z. (∗)
En partiulier, on a dimC L (z) = dimC{X(z), X ∈ L } = n − 1 pour z
générique.
Dans la suite on suppose L maximale pour la propriété (∗).
On peut de même dénir les L -feuilletages sur Cn : il sut de demander
que les éléments de L soient des hamps de veteurs anes (on prend une
dénition rigide ompatible ave la prise de arte ane).
On peut étendre la notion de L -feuilletage sur CP(n) ou Cn à la odi-
mension q ; dans e as dimL (z) = n− q. Sauf mention expresse du ontraire
tous les L -feuilletages seront de odimension 1 et l'on dira simplement L -
feuilletage.
Remarque. Soit Q(z1, z2, z3) = z
2
1+z
2
2+z
2
3 la forme quadratique standard
sur C
3
. Le feuilletage sur CP(3) dérit dans la arte ane C3 ⊂ CP(3) par
la forme dQ est un L -feuilletage dont l'algèbre de Lie L est isomorphe à
so(3;C) ; une base de L est
Xk,j = zk
∂
∂zj
− zj ∂
∂zk
, 1 ≤ k < j ≤ 3
en partiulier l'algèbre L est de dimension 3. Soit m ∈ C3 \ {0}, alors
L (m) =< Xk,j(m) > est de dimension 2 ar oïnide ave le plan tangent
à la bre Q−1(m). Ainsi l'égalité dimL (m) = 2 en tout point m générique
n'entraîne pas dimL = 2. Par ailleurs, so(3;C) est isomorphe à sℓ(2;C) et la
sous-algèbre de dimension 2 :
L0 := {
(
a b
0 −a
)
, a, b ∈ C} ⊂ sℓ(2;C)
peut être vue dans so(3;C). Soit {X1, X2} une base de L0. En un point
générique m, les veteurs X1(m) et X2(m) sont indépendants ; en partiulier
L0 ( so(3;C) et so(3;C) produisent le même feuilletage. C'est pour ette
raison que l'on introduit une notion de maximalité pour L .
Supposons que F soit un L -feuilletage de CP(n) et que X1, . . . , Xs soit
une base de L ⊂ χ(CP(n)). On note X˜1, . . . , X˜s des relevés de X1, . . . , Xs à
C
n+1
. Les X˜k sont des hamps de veteurs linéaires et le C-espae vetoriel
1. PREMIÈRES PROPRIÉTÉS. 15
engendré par R et les X˜k est une algèbre de Lie notée L˜ de dimension s+ 1 ;
l'appliation π induit un morphisme d'algèbres
π∗ : L˜ → L
satisfaisant
π∗X˜k = Xk, π∗R = 0 et ker π∗ = CR
On remarque que si z˜ ∈ Cn+1 est un point générique alors L˜ (z˜) est l'espae
tangent à la feuille du feuilletage F˜ , relevé de F , passant par z˜.
Introduisons la sous-algèbre de L˜ dénie par
L
′ := {X˜ hamps linéaires sur Cn+1, iX˜dω = 0}.
où ω dénit le feuilletage F˜ .
On note que R 6∈ L ′ ; en eet, l'identité d'Euler assure que iRdω = (ν+2)ω 6= 0
où l'entier ν + 1 désigne le degré des omposantes de ω.
Remarque. Soit ω une 1-forme intégrable surCn dénissant un feuilletage
F˜ ; alors dω, si elle est non nulle, dénit un feuilletage de odimension 2 
ontenu dans le feuilletage F  . En eet le théorème de Frobenius assure
qu'au voisinage d'un point régulier m, il existe des oordonnées loales x1, . . .,
xn dans lesquelles la 1-forme ω s'érit gdx1 où g ∈ O∗(Cn, m). Si dω(m) 6= 0,
alors dg∧ dx1 6= 0 ; on peut don supposer que g = 1−x2, i.e. ω = (1−x2)dx1
et dω = dx1∧dx2. Ainsi loalement l'espae des hamps tangents au feuilletage
déni par ω oïnide ave l'espae engendré par les hamps
∂
∂x2
, . . . ,
∂
∂xn
tandis que l'espae des hamps tangents au feuilletage déni par dω est engen-
dré par
∂
∂x3
, . . . ,
∂
∂xn
On remarque au passage que si iXdω = 0, alors iXω = 0 ; ainsi L
′
est assoiée
au L -feuilletage de odimension 2 de Cn+1 dérit par dω et L ′ ⊂ L˜ .
On désigne par Ωq(X) l'ensemble des q-formes holomorphes sur l'espae X .
Les deux énonés suivants nous seront utiles :
Lemme 1.1. ([14℄) Soient α ∈ Ω1(Cn, 0) tel que odimC S ing α ≥ p + 1
et β ∈ Ωq(Cn, 0) ave q ≤ p. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) α ∧ β = 0
(ii) Il existe γ ∈ Ωq−1(Cn, 0) tel que β = α ∧ γ
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En partiulier si α et β sont deux germes de 1-formes holomorphes en 0 tels
que odimC S ing α ≥ 2 et β ∧α = 0. Alors β s'érit hα où h est une fontion
holomorphe.
Démonstration. Faisons la pour q = 1. Erivons α =
n∑
k=1
akdzk et sup-
posons d'abord que
S ing α = {a1 = . . . = an = 0} = ∅
i.e. par exemple a1 6= 0. Soit X := 1a1
∂
∂z1
; alors iXα = 1 et l'égalité α ∧ β = 0
onduit à iX(α ∧ β) = 0 et γ = −iXβ onvient.
Si maintenant odimCS ing α ≥ 2 alors pour tout m 6∈ S ing α, on a
β(m) = h(m)α(m)
où h est une fontion holomorphe sur (Cn\S ing α, 0). Comme odimS ing α ≥
2, le théorème de prolongement d'Hartogs assure que h se prolonge en une fon-
tion holomorphe sur (Cn, 0) enore notée h. Réiproquement, si β = hα alors
α ∧ β = 0.
Pour le as général on renvoie le leteur à [14℄. 
Corollaire 1.2. Si α et β sont deux 1-formes homogènes de même degré
telles que α ∧ β = 0. Alors β = hα où h est une fontion rationnelle de degré
0. Si odim S ing α ≥ 2, la fontion h est onstante.
Proposition 1.3. Le morphisme π∗ induit un isomorphisme de L
′
sur
L .
Démonstration. Par la remarque qui préède, tout élément de L ′ de-
send en un élément de L . Soient X1, . . . , Xs une base de L et X˜1, . . . , X˜s
des relevés de X1, . . . , Xs à C
n+1
par π. Les Xk forment une base de L don
sont tangents au feuilletage ; par onséquent X˜k est tangent à ω, i.e. iX˜kω = 0.
Puisque ω ∧ dω = 0, on a
iX˜kdω ∧ ω = 0
et le orollaire 1.2 assure que
iX˜kdω = µ(X˜k)ω
où µ(X˜k) ∈ C. Comme LRω = (deg ω + 1)ω, quitte à hanger X˜k en X˜k −
µ(X˜k)
deg ω+1
R, on peut hoisir X˜k ∈ L ′ et la proposition est évidente. 
On rappelle la
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Définition. Un feuilletage F est de degré ν sur CP(n) s'il est dérit en
oordonnées homogènes par une 1-forme intégrable homogène ω de degré ν+1
satisfaisant odimCS ing ω ≥ 2.
Donnons une interprétation géométrique du degré. Soient F un feuilletage
sur CP(n), D une droite générique de CP(n), z un point de D et Fz la feuille
de F passant par z ; le degré de F est égal au nombre de points z ∈ D tels
que l'hyperplan tangent à Fz en z ontienne D . En eet, soit ω une 1-forme
de degré ν + 1 sur Cn+1 dénissant F ; ω s'érit
n∑
k=0
Akdzk
où les Ak sont des polynmes homogènes de degré ν + 1. Dans la arte ane
z0 = 1, on note
ω0 := ω|z0=1 =
n∑
k=1
Ak(1, z1, . . . , zn)dzk
Supposons que la droite D := {z2 = . . . = zn = 0} soit une droite générique ;
dans la arte z0 = 1 le fait que ω annule le hamp radial se traduit sur D par
A0(1, z1, 0, . . . , 0) + z1A1(1, z1, 0, . . . , 0) = 0.
Ainsi omme génériquement (sur le hoix de D) le polynme A0(1, z1, 0, . . . , 0)
est de degré ν + 1, on trouve que A1(1, z1, 0, . . . , 0) est de degré ν. Or ω0|D =
A1(1, z1, 0, . . . , 0)dz1, don ω0|D s'annule en ν points, i.e. le nombre de points
de tangene entre le feuilletage et la droite {z2 = . . . = zn = 0} est ν.
La proposition suivante ontrle le degré d'un L -feuilletage F assoié
à une sous-algèbre L ⊂ χ(CP(n)) ainsi que la dimension de L en degré
maximal :
Proposition 1.4. Soit F un L -feuilletage de degré ν sur CP(n) déni
par une 1-forme ω. Alors ν ≤ n−1. De plus, si ν = n−1, alors dimL = n−1.
Démonstration. Soient X1, . . ., Xs une base de L et X˜k ∈ χ(Cn+1) des
relevés des Xk. Soit m un point générique, i.e. dimL (m) = n − 1. On peut
supposer, quitte à réindier, que l'espae vetoriel engendré par
R(m˜), X˜1(m˜), . . . , X˜n−1(m˜)
(où π(m˜) = m) est de dimension n, de sorte que la 1-forme ω¯ dénie par
iRiX˜1 . . . iX˜n−1dz0 ∧ . . . ∧ dzn
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est homogène de degré n, non identiquement nulle et ker ω¯(m˜) =< R(m˜),
X˜1(m˜), . . ., X˜n−1(m˜) >. Par ailleurs, kerω(m˜) est l'hyperplan tangent à la
feuille passant par m. Ainsi si m˜ est un point générique, on a kerω(m˜) =
ker ω¯(m˜) : les deux 1-formes ω¯ et ω sont olinéaires. Le lemme de de Rham-
Saito assure l'existene d'un polynme homogène fn−ν−1 tel que ω¯ = fn−ν−1ω ;
omme ω est de degré ν + 1 et ω¯ de degré n, le polynme homogène fn−ν−1
est de degré n− ν − 1 et n− 1 ≥ ν.
Supposons maintenant que ν = n − 1 ; ave les notations préédentes,
on a fn−ν−1 = f0 ∈ C∗. Par suite les hamps linéaires R, X˜1, . . . , X˜n−1 sont
linéairement indépendants en tout point m˜ régulier pour F˜ et les hamps holo-
morphes X1(m), . . . , Xn−1(m) sont linéairement indépendants en tout point
m ∈ CP(n) \S ing F . Soient X ∈ L et m ∈ CP(n) \S ing F , on a
X(m) =
n−1∑
k=1
αk(m)Xk(m)
où αk(m) ∈ C et les appliations αk sont holomorphes sur CP(n) \S ing F .
Comme odimC S ing F ≥ 2, le théorème de prolongement de Hartogs assure
que les αk se prolongent à CP(n) tout entier et sont don onstants. 
On en déduit le
Corollaire 1.5. Soit F un L -feuilletage de degré 2 sur CP(3) assoié
à L ⊂ χ(CP(3)). Alors L est abélienne de dimension 2 ou isomorphe à
l'algèbre du groupe des transformations anes {z 7→ az + b}.
Ainsi on déduira la lassiation des L -feuilletages de degré 2 sur CP(3)
de elle de ertaines sous-algèbres de Lie de dimension 2 de sℓ(4;C).
Définition. Un feuilletage F dérit en oordonnées homogènes par la
1-forme ω possède un fateur intégrant s'il existe un polynme homogène P
non trivial tel que la 1-forme
ω
P soit fermée.
Proposition 1.6. ([5℄) Soit F un feuilletage sur CP(n) donné en o-
ordonnées homogènes par la 1-forme ω. Supposons que F possède un fateur
intégrant P ; si P = P n1+11 . . . P
ns+1
s est la déomposition de P en fateurs
irrédutibles, alors
ω
P n1+11 . . . P
ns+1
s
=
s∑
k=1
λk
dPk
Pk
+ d(
H
P n11 . . . P
ns
s
)
= d(
s∑
k=1
λk logPk +
H
P n11 . . . P
ns
s
)
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où λk ∈ C et H désigne un polynme homogène.
Bien que tehniquement diile, l'énoné est  essentiellement  le théorème
de déomposition en éléments simples des frations rationnelles à une variable.
Il y a un énoné analogue pour les germes holomorphes ([5℄).
Remarques. (i) Le feuilletage assoié à la forme
ω
P a en général des sin-
gularités, les roisements Pj = Pk = 0 notamment. Les feuilles de e feuilletage
sont les omposantes onnexes des niveaux de la fontion multivaluée
s∑
k=1
λk logPk +
H
P n11 . . . P
ns
s
(ii) Si les λk sont tous nuls, le feuilletageF admet une intégrale première ra-
tionnelle H/P n11 . . . P
ns
s . Il suit de l'identité d'Euler iRω = 0 que H/P
n1
1 . . . P
ns
s
est homogène de degré 0. Finalement, deg(P ) = deg ω + 1 = ν + 2.
(iii) Si l'un des λk est non nul, l'égalité
ω
P
=
s∑
k=1
λk
dPk
Pk
+ d(
H
P n11 . . . P
ns
s
)
onduit aussi à deg(P ) = deg ω + 1 = ν + 2.
(iv) Il suit de (ii) et (iii) que
ω
P
dénit une 1-forme fermée rationnelle sur
CP(n).
(v) Si le polynme P est réduit, i.e. nk = 0 pour tout k ∈ {1, . . . , s}, alors
toujours pour des raisons d'homogénéité le polynmeH est onstant et on peut
prendre H = 0. On dit alors que le feuilletage F déni par
ω
P
= d(
s∑
k=1
logPk)
est logarithmique ; l'identité d'Euler implique que
s∑
k=1
λk deg(Pk) = 0.
(vi) A l'intégrale première
s∑
k=1
λk logPk+
H
P n11 . . . P
ns
s
on préfère parfois son
exponentielle
s∏
k=1
P λkk exp(
H
P n11 . . . P
ns
s
).
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La proposition qui suit est bien lassique [5℄ :
Proposition 1.7. Soient F un feuilletage sur CP(n) dérit par une 1-
forme ω, X ∈ χ(CP(n)) et exp(tX) le ot de X. Supposons que X ne soit
pas tangent à F et que F soit invariant par X, i.e. (exp tX)∗F = F . Alors
iX˜ω est un fateur intégrant de F , où X˜ est un relevé de X.
Démonstration. Les hypothèses se traduisent par :
(i) iX˜ω = P est un polynme homogène non trivial
(ii) (exp tX˜)∗ω ∧ ω = 0
En dérivant (ii), on obtient
(LX˜ω) ∧ ω = 0
ou enore
(iX˜dω + d(iX˜ω)) ∧ ω = 0
Comme ω est intégrable, on a
iX˜(ω ∧ dω) = 0
soit
(iX˜ω)dω + iX˜dω ∧ ω = 0
qui équivaut à
d(
ω
P
) = 0

Définition. Un hamp de veteurs X omme i-dessus est appelé symétrie
de F .
Via la proposition préédente, on peut établir qu'un L -feuilletage deCP(n)
possède un fateur intégrant, 'est-à-dire est déni par une 1-forme fermée ra-
tionnelle :
Théorème 1.8. Soit F un L -feuilletage de CP(n). Alors F possède un
fateur intégrant. Plus préisément, on a l'alternative :
(i) le feuilletage F possède une symétrie
(ii) le feuilletage F possède une intégrale première rationnelle non triviale.
En partiulier F est déni par une 1-forme fermée rationnelle sur CP(n).
Démonstration. On introduit les deux sous-groupes de Aut CP(n) suiv-
ants :
G1 :=< exp tY, Y ∈ L >
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le groupe analytique engendré par les ots des hamps tangents à F et
G2 := {φ ∈ Aut CP(n), φ∗F = F} = {φ ∈ Aut CP(n), φ∗ω ∧ ω = 0}
où ω dénit le feuilletage F .
Alors que G2 est un sous-groupe algébrique de Aut CP(n), il se peut que
G1 ne le soit pas. On a l'inlusion G1 ⊂ G2. Notons GZ1 l'adhérene de Zariski
de G1 et G
0
2 la omposante onnexe neutre de G2 ; omme G1 est onnexe, G
Z
1
aussi et GZ1 ⊂ G02. On a l'alternative
- L ie G1 ( L ie G
Z
1 ⊂ L ie G2
- G1 = G
Z
1 .
Dans le premier as, si X ∈ L ie GZ1 \L ie G1, alors X est non tangent à
F (maximalité de L ) et exp tX ∈ G02. Par suite X est une symétrie.
Dans le deuxième as, le groupeG1 est algébrique ; omme il agit surCP(n)
par ation algébrique, l'adhérene ordinaire de toute orbiteG1.m est algébrique
omme adhérene de l'image d'un morphisme algébrique. Par suite toute feuille
de F est d'adhérene algébrique. Il résulte du théorème de Darboux-Jouanolou
([5℄, [9℄) que F possède une intégrale première rationnelle. 
Ainsi énoné e théorème est semblable à un résultat de J. Pereira et P.
Sánhez ([12℄). Il se généralise omme suit (la preuve est analogue) :
Théorème 1.9. Un L -feuilletage de odimension un d'une variété al-
gébrique est déni par une forme fermée rationnelle.
Lemme 1.10. Soient F un L -feuilletage sur CP(n) dérit par une 1-forme
ω, X une symétrie et Y un hamp tangent au feuilletage. Alors i[X,Y ]ω = 0,
i.e. [X, Y ] est tangent au feuilletage F .
Démonstration. En un point régulier, le théorème de Frobenius assure
que ω s'érit udx0 où u est une unité et x0 une submersion. Si on omplète
les oordonnées à l'aide de x1, . . . , xn alors les hamps loaux tangents à ω
sont engendrés par
∂
∂x1
, . . . , ∂
∂xn
. Comme X =
n∑
k=0
Xk
∂
∂xk
est une symétrie, la
1-forme ω
iXω
est fermée. Or iXω = uX0 ; don
dx0
X0
est fermée, i.e :
X = ℓ(x0)
∂
∂x0
+
n∑
k=1
Xk
∂
∂xk
Puisque le hamp Y étant tangent au feuilletage, il s'érit
n∑
k=1
Yk
∂
∂xk
; alors
[X, Y ] = [ℓ(x0)
∂
∂x0
+
n∑
k=1
Xk
∂
∂xk
,
n∑
k=1
Yk
∂
∂xk
]
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et [X, Y ] annule ω. 
Remarque. Le lemme préédent est évidemment de nature loale.
Corollaire 1.11. Soient F un L -feuilletage sur CP(n) et X un hamp
de veteurs non tangent au feuilletage F . Le hamp X est une symétrie de F
si et seulement si [X,L ] ⊂ L .
Démonstration. Soit Y ∈ L , le lemme 1.10 assure que si X est une
symétrie alors le hamp [X, Y ] est tangent au feuilletage F . Par maximalité
de l'algèbre L , le rohet [X, Y ] ∈ L .
Réiproquement, le théorème de Frobenius assure que loalement au voisi-
nage d'un point régulier m la 1-forme ω dérivant le feuilletage s'érit udx0.
L'algèbre L˜ = L ′ ⊕ CR est de dimension pontuelle n. Le module des
hamps tangents en m au feuilletage oïnide ave le module engendré par
∂
∂x1
, . . . , ∂
∂xn
et ave le module engendré par L˜ . Soit X˜ un relevé de X ; la
ondition [X˜, L˜ ] ⊂ L˜ implique que pour tout hamp Y loal tangent à F˜ ,
le hamp [X˜, Y ] est tangent au feuilletage. En partiulier, 'est le as pour
haque [X˜, ∂
∂xi
], i ≥ 1. Supposons que le hamp X˜ s'érive
X0
∂
∂x0
+ . . .+Xn
∂
∂xn
Comme la 1-forme ω annule
[X,
∂
∂xk
] = −∂X0
∂xk
∂
∂x0
+ . . .
on a −∂X0
∂xk
= 0 pour tout k ≥ 1 ; on note puisque X n'est pas tangent à F˜
que X0 = ℓ(x0) 6= 0. Ainsi ωiXω =
dx0
ℓ(x0)
est fermée, e qui implique que X
est une symétrie. 
Les théorèmes qui suivent proposent un proédé de onstrution en as-
ade :
Théorème 1.12. Soit F un L -feuilletage de degré ν sur CP(n) déni en
oordonnées homogènes sur C
n+1
par la 1-forme ω de degré ν + 1. Supposons
que le L -feuilletage F n'ait pas d'intégrale première rationnelle, alors F˜ a
une symétrie linéaire Z sur Cn+1. Cette symétrie induit un fateur intégrant
P de degré ν + 2 qui dénit un L -feuilletage de degré ≤ ν + 1 sur Cn+1 que
l'on peut prolonger à CP(n+ 1).
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Démonstration. Soit X ∈ L ′ ; puisque P est un fateur intégrant de ω
on a
iX(dω − dP
P
∧ ω) = 0
et omme X ∈ L ′, on a iXdω = iXω = 0. Par onséquent, on obtient iXdP =
0.
Soit G ⊂ GL(n + 1;C) le groupe analytique de L ′. Ce groupe n'est pas
algébrique sinon les feuilles de F seraient algébriques et par le théorème de
Darboux-Jouanolou, le feuilletage F admettrait une intégrale première ra-
tionnelle e qui est exlu. On onsidère alors GZ l'adhérene de Zariski de G ;
on a dim L ie G < dim L ie GZ . Soit GP le groupe algébrique déni par
GP = {h ∈ GL(n+ 1;C), P ◦ h = P} ;
pour tout X ∈ L ′, le hamp X annule P don P (exp tX) = P autrement dit
G ⊂ GP . Ainsi GZ ⊂ GP et
L
′ = L ie G  L ie GZ ⊂ L ie GP
Par maximalité de L la dimension pontuelle de L ie GP est n ; en eet un
hamp linéaire qui appartient à L ′ en tout point générique appartient à L ′.
Le fateur intégrant P , de degré ν + 2, apparait don omme invariant d'un
sous-groupe algébrique de GL(n + 1;C) à orbites génériques de dimension n ;
le L -feuilletage assoié à P est un L -feuilletage de odimension 1 et de degré
≤ ν + 1 sur Cn+1 que l'on peut prolonger à CP(n+ 1). 
Remarque. L'inégalité ≤ ν + 1 est due au fait que l'on ne suppose pas le
polynme P réduit ; si P = P n1+11 . . . P
ns+1
s est de degré ν + 2, la 1-forme
P1 . . . Ps
s∑
k=1
(nk + 1)
dPk
Pk
dénissant le feuilletage assoié à P est de degré stritement inférieur au degré
de P dès que l'un des nk est stritement positif.
On a une réiproque lorsque P est réduit :
Théorème 1.13. Soit P un polynme homogène réduit de degré k sur Cn+1
dont la déomposition en polynmes irrédutibles s'érit P1 . . . Ps, s ≥ 2. Si P
dénit un L -feuilletage sur Cn+1, il existe des L -feuilletages sur CP(n) de
degré k − 1 ayant pour fateur intégrant P .
Démonstration. On dénit l'algèbre de Lie g de dimension pontuelle n
par
g := {X hamps linéaires, iXdP = 0}.
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Si X ∈ g, le ot de X est tangent aux niveaux de P et en partiulier tangent
à P−1(0) d'où
X(Pk) = µk(X)Pk
ave µk : g → C linéaire. Soit (λk)k=1,...,s satisfaisant
s∑
k=1
λk deg(Pk) = 0, alors
la 1-forme Ω =
s∑
k=1
λi
dPk
Pk
dénit un L -feuilletage sur CP(n). En eet, soit
g′ = {X ∈ g,
s∑
k=1
λkµk(X) = 0} ⊂ g
Cette algèbre de Lie tangente au feuilletage logarithmique FΩ est de odimen-
sion 1 dans g et de dimension pontuelle n − 1. Comme P est un polynme,
ses niveaux (exepté P−1(0)) n'adhèrent pas à l'origine don R 6∈ g. L'algèbre
CR + g′ est de dimension pontuelle n et tangente au feuilletage FΩ. Pour
(λk)k=1,...,s générique, la 1-forme ω = PΩ satisfait odimCS ing ω ≥ 2 et FΩ
est de degré k − 1. 
Remarque. Si s = 1, alors µ1(X) ≡ 0 pour tout X ∈ g.
Si s ≥ 2, alors µi(X) 6≡ 0 ∀ i ∈ {1, . . . , s} ; en eet, si µi(X) ≡ 0 on a
X(Pi) = 0 ∀X ∈ g. Ainsi les feuilletages dérits par Pi et P oïnident et
s = i = 1.
2. L -feuilletages ave une singularité isolée en dimension n ≥ 3.
Rappelons la dénition d'un feuilletage à singularité isolée.
Définition. Soit F un feuilletage sur un ouvert de Cn. On dit que F a
une singularité isolée en m si m est isolé dans S ing F .
On démontre de façon élémentaire que si F est déni par la 1-forme ω =
n∑
k=1
akdzk alors F est à singularité isolée en m si et seulement si le germe en
m de {a1 = . . . = an = 0} est réduit à {m}.
On montre ii qu'un L -feuilletage sur CP(n) ayant une singularité isolée
est assoié à une forme quadratique de rang maximum. Les outils néessaires
sont le théorème de Frobenius de Malgrange ([10℄) ainsi que le résultat suivant
d'algèbre ommutative :
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Proposition 1.14. ([15℄) Soient a1, . . . , an des éléments de O(C
n, 0). Les
assertions suivantes sont équivalentes
(i) {a1 = . . . = an = 0} = {0}
(ii) le module des relations
Ma := {(b1, . . . , bn) |
n∑
k=1
akbk = 0, bi ∈ O(Cn, 0)}
est engendré par les relations triviales
bkj = (0, . . . , 0, aj, 0, . . . , 0,−ak, 0, . . . , 0).
Le théorème de Frobenius singulier de Malgrange donne une ondition
géométrique d'existene d'intégrale première holomorphe pour un feuilletage
singulier :
Théorème 1.15. ([10℄) Soit ω un germe de 1-forme holomorphe intégrable
en 0. Si odimC S ing ω ≥ 3, il existe f ∈ O(Cn, 0) et g ∈ O∗(Cn, 0) tels que
ω = gdf , i.e. f est intégrale première du feuilletage assoié à ω.
Le théorème de Malgrange est inopérant en dimension 2 : la ondition
odimCS ing ω ≥ 3 ne peut être satisfaite sauf lorsque ω n'a pas de singularité
et là il s'agit du théorème de Frobenius lassique.
Enonçons le théorème prinipal de ette partie :
Théorème 1.16. Soit F un L -feuilletage sur CP(n), n ≥ 3, ayant un
point singulier isolé. Alors F est de degré 1 et il existe une arte ane Cn ⊂
CP(n) telle que F|Cn soit assoié à une forme quadratique de rang maximum.
Remarque. L'énoné ne dit pas que le lieu singulier est réduit à un point
mais qu'il existe un point singulier isolé.
Démonstration. Supposons que le point singulier de F soit l'origine 0
d'une arte ane C
n ⊂ CP(n). Si X ∈ L , on sait que dans la arte ane
C
n ⊂ CP(n) le hamp X s'érit
n∑
k=1
ak(z)
∂
∂zk
+ ℓ˜(z)R
où ℓ˜ est linéaire, les ak anes et R le hamp radial de C
n
.
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Le hamp X s'annule en 0 sinon toute la trajetoire de X passant par 0
serait singulière pour F , e qui ontredirait l'hypothèse F admet une singu-
larité isolée. Ainsi les ak sont linéaires, i.e. X s'érit
X ′ + ℓ(X)R
où ℓ : L → (Cn)∗ est linéaire et X ′ un hamp linéaire.
Soient X1, . . . , Xn−1 ∈ L tels que pour z générique, on ait
dimC < X1(z), . . . , Xn−1(z) >= n− 1
La 1-forme Ω dénie par
iX1 . . . iXn−1dz1 ∧ . . . ∧ dzn
est intégrable et s'érit
Ωn−1 + Ωn
où les Ωk sont homogènes de degré k, Ωn−1 = iX′
1
. . . iX′n−1dz1 ∧ . . . ∧ dzn et
iRΩn = 0. Il se peut que Ω s'annule sur une hypersurfae et se laisse diviser
par un polynme ; 'est en fait le as. Le feuilletage F est déni par une 1-
forme à singularité isolée en 0 ; le théorème de Malgrange assure l'existene
de f ∈ O(Cn, 0) telle que df dénisse loalement F en l'origine. Si X =
n∑
k=1
bk
∂
∂zk
∈ L , alors X.f = iXdf = 0, autrement dit
n∑
k=1
bk
∂f
∂zk
= 0. Comme
néessairement df est à singularité isolée, la proposition 1.2.3. assure que le
module des relations des
∂f
∂zk
est engendré par les relations triviales ; on a
X =
∑
µkj
(
∂f
∂xj
∂
∂xk
− ∂f
∂xk
∂
∂xj
)
où µkj ∈ O(Cn, 0). Comme dimC < X1(z), . . . , Xn−1(z) >= n − 1 pour z
générique, les X ′ ne sont pas tous identiquement nuls et puisque f a une
singularité isolée à l'origine, f est non submersive. De sorte qu'en alulant le
1-jet d'un élément X générique on onstate que
f = q + termes d'ordres supérieurs
où q est une forme quadratique non triviale. Comme Ω ∧ df = 0, le lemme de
de Rham-Saito assure l'existene de G ∈ O(Cn, 0) tel que
Ω = Ωn−1 + Ωn = Gdf = G(dq + termes d'ordre supérieur).
Remarquons que Ωn−1 6= 0 sinon on aurait
iRΩ = iRΩn−1 + iRΩn = 0
qui implique iRdf = 0, e qui est absurde. Comme Ω est d'ordre n − 1 et dq
d'ordre 1, l'égalité
Ω = Ωn−1 + Ωn = G(dq + termes d'ordre supérieur)
2. L -FEUILLETAGES AVEC UNE SINGULARITÉ ISOLÉE. 27
implique que G est d'ordre n − 2 ≥ 1. On en déduit que G s'annule sur
une hypersurfae et par onséquent Ω aussi ; or Ω est polynmiale don ette
hypersurfae est algébrique. Ainsi G s'érit UP ave U ∈ O∗(Cn, 0) et P un
polynme :
Pn−2 + . . .+ PN
où les Pi sont homogènes de degré i et Pn−2 6= 0. Finalement Ω s'érit
Ω = Ωn−1 + Ωn = Gdf = PUdf = (Pn−2 + . . .+ PN)(ω1 + . . .+ ωN ′) = Pω
où les ωk sont des 1-formes homogènes de degré k, ω1 = dq ave PN et ωN ′ non
nuls.
Par identiation, on a


Ωn−1 = Pn−2dq
Ωn = Pn−2ω2 + Pn−1dq
0 = Pn−2ω3 + Pn−1ω2 + Pndq
.
.
.
0 = PNωN ′
Il en résulte que 

N +N ′ = n
1 ≤ N ′
n− 2 ≤ N
autrement dit on a l'alternative :
- N ′ = 1 et N = n− 1
- N ′ = 2 et N = n− 2.
Dans le premier as, P = Pn−2 + Pn−1, ω = ω1 et F est un feuilletage
de degré 1. Dans le seond as, P = Pn−2 et ω = ω1 + ω2 ave iRω2 = 0
ar iRΩn = 0. Ce qui signie ii enore que F est un feuilletage de degré 1.
La lassiation des feuilletages de degré 1 (que nous rappelons au hapitre 3)
nous permet de trouver une arte ane dans laquelle ω2 = 0. Ainsi F est déni
par dq où q est une forme quadratique néessairement de rang maximum. 
Remarque. Ce théorème n'est pas orret en dimension 2 ; surCP(2) tous
les feuilletages de degré 1 sont des L -feuilletages et possèdent une singularité
isolée (trois omptées ave multipliité) sans toutefois être assoiés à une forme
quadratique.
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3. Théorèmes généraux.
On rappelle quelques résultats élémentaires lassiques sur les algèbres de
Lie et on présente leur tradution en terme de L -feuilletages. On renvoie aux
livres lassiques pour es résultats.
Proposition 1.17. Soit g une sous-algèbre de Lie de M (n,C) dont tous
les éléments sont semi-simples. Alors g est isomorphe à une algèbre diagonale.
On en déduit aisément la
Proposition 1.18. Soit g une algèbre de Lie de hamps de veteurs linéaires
sur C
n+1
. Si tous les éléments de g sont semi-simples, alors g est abélienne et
dimC g = dimC g(m) pour m ∈ Cn+1 générique.
Démonstration. Par la proposition 1.17, g est isomorphe à une algèbre
de matries diagonales ; ainsi si X1, . . . , Xs est une base de g, on peut trouver
un système de oordonnées z0, . . . , zn tel que
Xk =
n∑
j=0
µj,kzj
∂
∂zj
Alors la matrie
(µj,k) 0≤j≤n
1≤k≤s
a pour rang s la dimension de g. Evaluons l'élément
s∑
k=1
λkXk de l'algèbre g au
point générique (1, . . . , 1) (haque m = (m1, . . . , mn) ave mj 6= 0 se ramène à
(1, . . . , 1) par un isomorphisme diagonal). Sous forme matriielle on obtient :

s∑
k=1
λkµ0,k 0
.
.
.
0
s∑
k=1
λkµn,k



 1.
.
.
1

 = (µj,k) 0≤j≤n
1≤k≤s

 λ1.
.
.
λs


Par suite l'espae engendré par les
s∑
k=1
λkXk évalué en (1, . . . , 1) est de dimen-
sion s. 
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On obtient omme onséquene direte :
Corollaire 1.19. Soit F un L -feuilletage (de odimension 1) sur CP(n)
assoié à L ⊂ χ(CP(n)). Si tous les éléments de L sont semi-simples, alors
F est linéairement onjugué à un feuilletage logarithmique du type
z0 . . . zn
n∑
j=0
λj
dzj
zj
, λj ∈ C
où les zj sont des oordonnées.
Démonstration. Soit ω une 1-forme dénissant le feuilletage F . On
identie L à L ′. La proposition 1.3.1. assure l'existene d'un système de
oordonnées z0, . . . , zn dans lequel L
′
est diagonale. Si X ∈ L ′, X s'érit
n∑
j=0
µj(X)zj
∂
∂zj
où µj(X) ∈ C. Alors l'algèbre L˜ est engendrée par les hamps X1, . . . , Xn−1
base de L ′ et X0 = R. Si (λ0, . . . , λn) satisfait

n∑
j=0
λj = 0
n∑
j=0
µj(Xk)λj = 0 pour k = 1, . . . , n− 1
alors ω¯ = z0 . . . zn
n∑
j=0
λj
dzj
zj
dénit F . 
Remarques. (i) Tous les L -feuilletages sur CP(n) assoiés à une algèbre
abélienne ne sont pas onjugués à un feuilletage du type z0 . . . zn
n∑
j=0
λj
dzj
zj
.
Par exemple, les hamps zj
∂
∂z0
, j 6= 1, engendrent une algèbre g abélienne
satisfaisant dim g(X) ≤ 1 pour toutX ∈ g. Ainsi l'hypothèse tous les éléments
sont semi-simples est importante pour le dernier point, exiger que l'algèbre soit
abélienne ne sut pas.
(ii) L'adhérene des feuilletages onjugués aux feuilletages logarithmiques
du type
z0 . . . zn
n∑
k=0
λk
dzk
zk
(∗∗)
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forme une omposante irrédutible de l'adhérene de l'ensemble des feuilletages
de degré n− 1 sur CP(n) ([3℄).
(iii) On note aussi que les limites de feuilletages dénis par des 1-formes du
type (∗∗) ne sont pas néessairement des L -feuilletages ; soit F le feuilletage
sur C
4 = {z0, z1, z2, z3} dérit par la 1-forme
ω = z0z1(z1 − z0)z3
(
κ0
dz0
z0
+ κ1
dz1
z1
+ κ2
d(z1 − z0)
z1 − z0 + κ3
dz3
z3
)
ave
3∑
i=0
κi = 0. On remarque que ω apparaît omme lim
ε→0
ωε où
ωε = z0z1(εz2 + z1 − z0)z3
(
κ0
dz0
z0
+ κ1
dz1
z1
+ κ2
d(εz2 + z1 − z0)
z1 − z0 + κ3
dz3
z3
)
ave
3∑
i=0
κi = 0 et don F est limite des L -feuilletages Fε. On peut montrer
que ω ne dénit pas un L -feuilletage de la façon suivante ; si
ϕ : C → C4
z 7→ (ϕ0(z), ϕ1(z), ϕ2(z), ϕ3(z))
est une appliation entière qui évite les hyperplans z0 = 0, z1 = 0 et z0 = z1,
il résulte du théorème de Piard qu'il existe une relation non triviale
a0ϕ0 + a1ϕ1 = 0, ai ∈ C
En appliquant ette remarque aux ots des hamps linéaires tangents à ω, on
onstate que la ondition de dimension pontuelle trois ne peut être réalisée.
On rappelle la
Définition. Soit g une algèbre de Lie, on note (gi)i∈N la suite dénie par
g0 = g, gi+1 = [gi, gi]
On dit que g est résoluble si gp = {0} pour un ertain p.
Rappelons aussi le théorème de triangulation des algèbres de Lie résolubles :
Théorème 1.20. Toutes les algèbres de Lie omplexes résolubles de matri-
es g sont triangulables, i.e. il existe une matrie inversible P telle que PgP−1
soit triangulaire.
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Définition. Soit F un L -feuilletage sur CP(n). On dit que L est
régulière si pour tout point m ∈ CP(n) \ S ing F la dimension pontuelle
de L en m est n− 1.
On remarque qu'un L -feuilletage de degré maximal n − 1 est néessaire-
ment régulier.
On déduit de 1.20 le :
Théorème 1.21. Soit F un feuilletage sur CP(n) assoié à L ⊂ χ(CP(n))
régulière. Si L est résoluble, alors F possède un hyperplan invariant H . En
partiulier, il existe une arte ane C
n ≃ CP(n) \H dans laquelle les élé-
ments de L sont anes.
Démonstration. L'algèbre L ′ est une algèbre de Lie résoluble isomorphe
à une sous-algèbre de M (n+1,C). D'après le théorème 1.20 ette algèbre est
triangulable et admet don pour hyperplan invariant H˜ := {zn = 0}, où
{z0, . . . , zn} est un système de oordonnées triangularisant de Cn+1. Puisque
L est régulière, en un point générique m de H˜ la dimension pontuelle de
L ′ est n − 1, et H˜ est invariant par le feuilletage ; d'où l'existene via la
projetion anonique π : Cn+1 \ {0} → CP(n) d'un hyperplan invariant pour
F .
Enn, on montre failement que si le feuilletage F admet un hyperplan in-
variant H , alors dans la arte ane CP(n) \ H les hamps tangents à F
sont anes. 
L'hypothèse de régularité est néessaire. Nous détaillerons en 5.1.4 l'exem-
ple d'un feuilletage de degré deux sur CP(4) ayant une intégrale première de
type
Q1
Q2
, Qi quadratique, assoié à une algèbre de Lie résoluble non régulière
maximale ; l'algèbre posséde un hyperplan invariant, le feuilletage non.
On rappelle aussi les
Définitions. 1) Soit g une algèbre de Lie ; il existe un unique idéal ré-
soluble noté R(g) appelé radial de g ontenant tous les idéaux résolubles de
g.
2) Une algèbre g est semi-simple si elle ne ontient pas d'idéal résoluble
non trivial e qui est équivalent à R(g) = {0}.
Il est assez naturel de regarder les L -feuilletages assoiés aux algèbres
semi-simples :
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Théorème 1.22. Soit F un L -feuilletage assoié à la sous-algèbre L ⊂
χ(CP(n)). Si L est semi-simple, ou plus généralement si [L ,L ] = L , alors
F possède une intégrale première rationnelle.
Démonstration. Comme d'habitude on relève L àCn+1 en L ′. Le feuil-
letageF possède un fateur intégrant P = P n1+11 . . . P
ns+1
s , ave gcd(P1, . . . , Ps) =
1, i.e.
ω
P
=
s∑
k=1
λk
dPk
Pk
+ d
(
H
P n11 . . . P
ns
s
)
où ω dénit F . Si tous les λi sont nuls, le feuilletage F possède une inté-
grale première rationnelle ; si e n'est pas le as supposons par exemple que
λ1 6= 0. Soit X ∈ L ′ ; le hamp X est tangent à F˜ et par suite tangent aux
hypersurfaes invariantes par F˜ . Or le lieu des zéros de Pk en est une pour
k = 1, . . . , s ; ei se traduit par :
X(Pk) = iXdPk = µk(X)Pk.
A priori µk(X) ∈ O(Cn+1, 0) mais Pk et X(Pk) sont homogènes de même degré
don µk(X) ∈ C. On onstate que si X est un ommutateur, i.e. si X s'érit
[Y, Z] ave Y , Z ∈ L ′, alors µk(X) = 0. En fait haque µk : L ′ → C est un
morphisme d'algèbres de Lie don trivial puisque [L ′,L ′] = L ′. Il se trouve
que P admet au moins deux fateurs premiers entre eux dans sa déomposition,
i.e. s ≥ 2. En eet supposons que P = P n1+11 , alors
ω
P
=
ω
P n1+11
= λ1
dP1
P1
+ d
(
H
P n11
)
En partiulier deg d
(
H
P
n1
1
)
= −1 et deg H
P
n1
1
= 0. L'égalité deg H
P
n1
1
= 0 et
l'identité d'Euler impliquent que λ1 deg P1 = 0, i.e. λ1 = 0 e qui est exlu, ou
degP1 = 0 e qui est enore exlu.
Finalement pour haque X ∈ L on a X(P1) = X(P2) = 0 et si νi = degPi,
la fontion rationnelle
P
ν2
1
P
ν1
2
est homogène non onstante de degré 0 don passe
à CP(n) et est intégrale première de tout élément de L don de F . 
Remarques. (i) La onstrution préédente donne une  onstrution à
deux branhes éventuellement multiples  : un L -feuilletage assoié à une
algèbre L satisfaisant [L ,L ] = L admet une intégrale première du type
P
ν2
1
P
ν1
2
ave P1 et P2 deux polynmes irrédutibles et νi = degPi. On peut en eet
lorsque les λi sont nuls adapter le raisonnement préédent.
(ii) Dans le as où L est semi-simple, on sait que L s'intègre en un groupe
algébrique e qui donne immédiatement le résultat. En fait l'énoné donne plus
que le as semi-simple et donne le (i) de la remarque qui a un intérêt en soi.
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Théorème 1.23. Soit F un L -feuilletage sur CP(n) dérit par la 1-forme
ω. Si tous les éléments de L sont nilpotents, alors F possède une intégrale
première rationnelle.
Démonstration. Comme toujours on relève l'algèbre L à Cn+1 en l'al-
gèbre L ′. Puisque tous les éléments de L sont nilpotents, L ′ est nilpotente
et après triangulation les hyperplans zn = te sont invariants par les éléments
de L ′. Par onséquent, les feuilles du feuilletage F ′ assoié à L ′ sont on-
tenues dans les hyperplans zn = te et sont, puisque L
′
produit un feuilletage
de odimension 2, de odimension 1 dans es hyperplans. La forme dω|zn=cte
est nulle sinon le feuilletage restreint serait de odimension 2. On a ainsi l'é-
galité dω ∧ dzn = 0 qui onduit à d(ω ∧ dzn) = 0 ; autrement dit ω est
fermée dans les bres zn = te don par le théorème de Poinaré exate dans
es bres. Par suite, la 1-forme ω s'érit αdzn + dH . Par ailleurs, l'égalité
degH = degα + 1 = deg ω + 1 et l'identité d'Euler αzn + H degH = 0
impliquent que H = − αzn
degω+1
; don la 1-forme ω s'érit
(deg ω)αdzn − zndα
Ainsi le feuilletage F admet
α
z
degω
n
omme intégrale première. 
Remarque. Dans la arte ane zn = 1 le feuilletage admet pour intégrale
première polynomiale α.

CHAPITRE 2
Exemples.
1. Prinipe de onstrution d'exemples.
On va dérire un prinipe qui permet de onstruire des L -feuilletages à
partir d'exemples lassiques venant en partiulier de la théorie des invariants
et des ations de C
n−1
sur C
n
.
On note Ek := C
nk+1
, nk ∈ N∗, et P(Ek) ≃ CP(nk), k = 1, . . . , q. Sur
P(Ek), on se donne un L -feuilletage Fk assoié à une algèbre de Lie Lk de
hamps de veteurs linéaires ; pour mk ∈ P(Ek), générique, on a
dimLk(mk) = nk − 1
On a vu que haque Fk est déni par des formes rationnelles fermées
ωk
Pk
=
sk∑
j=1
λk,j
dPk,j
Pk,j
+ d
(
Hk
P
nk,1
k,1 . . . P
nk,sk
k,sk
)
ave les onditions
sk∑
j=1
λk,j degPk,j = 0 et deg(Hk) =
sk∑
ℓ=1
nk,ℓ degPk,ℓ.
Posons N =
q∑
k=1
nk ; on onsidère sur E1 ⊕ . . .⊕ Eq ≃ CN+q le feuilletage
Fµ assoié à la 1-forme fermée
Ω
P
=
q∑
k=1
µk
ωk
Pk
où P =
q∏
k=1
Pk et les µk ∈ C sont non tous nuls. On remarque que Fµ desend
sur CP(N + q − 1). En eet, si Rk désigne le hamp radial sur Ek, alors
R =
q∑
k=1
Rk est le hamp radial sur E1 ⊕ . . . ⊕ Eq ; omme haque ωk annule
Rj pour j = 1, . . . , q, la 1-forme Ω annule R.
35
36 2. EXEMPLES.
Proposition 2.1. Si haque Fk possède une symétrie Xk, alors le feuil-
letage Fµ desend en un L -feuilletage sur P(E1 ⊕ . . .⊕Eq).
Démonstration. Soit m˜ = (m˜1, . . . , m˜q) ∈ E1 ⊕ . . . ⊕ Eq un point
générique. La sous-algèbre L 0 = L˜1 ⊕ . . . ⊕ L˜q est formée de hamps
tangents à Fµ. On a
dimL 0(m˜) =
q∑
k=1
dim L˜k(m˜k) =
q∑
k=1
nk = N
Soit X˜k un relevé de Xk et Pk = iX˜kωk. Considérons maintenant un hamp X˜α
de la forme
X˜α =
q∑
k=1
αkX˜k
ave α = (α1, . . . , αq) ∈ Cq et < α, µ >= 0. On a
iX˜α
Ω
P
=
q∑
k=1
µkαk
iX˜αωk
Pk
=
q∑
k=1
µkαk
On remarque que X˜α est tangent à Fµ. Soit L˜ l'algèbre de Lie engendrée par
L 0 et par les hamps X˜α ; l'algèbre L˜ est formée de hamps linéaires tangents
à Fµ. De plus, en un point m˜ ∈ E1 ⊕ . . .⊕ Eq générique, on a
dim L˜ (m) = dimL 0(m˜) + q − 1 =
q∑
k=1
nk + q − 1 = N + q − 1
don Fµ induit un L -feuilletage. 
Il se peut que L˜ ne soit pas maximale alors que tous les L˜k le sont ; nous
allons voir que modulo une hypothèse d'irrédutibilité elle l'est.
Définition. Soit F un feuilletage sur CP(n) déni en oordonnées ho-
mogènes par ω =
n∑
k=0
akdzk. On dit que F est irrédutible si ω n'annule pas
de hamp onstant non trivial.
Remarquons que si F n'est pas irrédutible, alors F est le pull-bak
linéaire d'un feuilletage F ′ sur un CP(ℓ), ℓ < n.
Soient Fµ, Fk, L
0
et L˜ omme dans la proposition 2.1 ; on a la :
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Proposition 2.2. Si haque Fk est irrédutible, alors L˜ est maximale.
De plus, si on note g = {
q∑
k=1
αkX˜k, < α, µ >= 0}, on a L˜ = g ⊕L 0 et
[g,L 0] ⊂ L 0.
Démonstration. Soit Y un hamp de veteurs linéaire tangent à F˜µ.
Montrons que Y ∈ L˜ ; le hamp Y s'érit
Y1 + . . .+ Yq
où haque Yi est un hamp linéaire sur E1 ⊕ . . . ⊕ Eq et parallèle au fateur
Ei. L'égalité
iY
Ω
P
= 0
onduit à
q∑
k=1
µk
Pk
iY ωk = 0
et à
q∑
k=1
µk
Pk
iYkωk = 0
Par suite, iYkωk est divisible par Pk ; omme Yk est linéaire, on a iYkωk =
ckPk où ck ∈ C et
q∑
k=1
µkck = 0. Puisque iX˜kωk = Pk, le hamp Y˜k := Yk−ckX˜k
est annulé par ωk. Les omposantes de Y˜k pourraient dépendre de variables
autres que elles de Ek ; montrons qu'en fait e n'est pas le as. Soient u =
(u1, . . . , us) des oordonnées de Ek et v = (vs+1, . . . , vr) des oordonnées de
E1 ⊕ . . .⊕ Ek−1 ⊕ Ek+1 ⊕ . . .⊕ Eq. Le hamp Y˜k s'érit
s∑
j=1
aj(u)
∂
∂uj
+
s∑
j=1
bj(v)
∂
∂uj
où les aj et bj sont linéaires respetivement en u et v. L'égalité iY˜kωk = 0
onduit à
iZωi = 0
où Z =
s∑
j=1
bj
∂
∂uj
. Pour v général xé ei produit un hamp de veteurs
onstant non nul, dès que l'un des bj est non trivial ; e hamp est tangent à Fk
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e qui est exlu puisque le feuilletage Fk est supposé irrédutible. Finalement,
Y˜k s'érit
s∑
j=1
aj(u)
∂
∂uj
Or l'algèbre L˜k est par hypothèse maximale don Y˜k ∈ L˜k. De sorte que
Y =
q∑
k=1
Yk =
q∑
k=1
ckX˜k + Y˜
ave Y˜ =
q∑
k=1
Y˜k ∈ L 0.
Pour terminer il sut de montrer que [X˜k,L
0] ⊂ L 0 ; pour ela il sut
de vérier que les hamps linéaires [X˜k, Zk], où Zk ∈ L˜k, annulent ωk et sont
don dans L˜k. Mais omme X˜k est une symétrie linéaire de Fk et iZkωk = 0,
on a i[X˜k,Zk]ωk = 0. 
Plus généralement on montre de la même manière le :
Proposition 2.3. Soit ωk une 1-forme intégrable homogène dénissant un
L -feuilletage sur Cnk admettant une symétrie Xk et Pk = iXkωk. Si les µk ∈
C \ {0} satisfont
q∑
k=1
µk
iRkωk
Pk
= 0, alors la 1-forme Ω = P1 . . . Pq
q∑
k=1
µk
ωk
Pk
dénit un L -feuilletage sur P(Cn1 ⊕ . . .⊕Cnq).
Remarques. (i) Si iRkωk 6= 0, on a une symétrie automatique Xk = Rk
et dans e as iRk
ωk
Pk
= 1.
(ii) Si iRkωk 6= 0, alors Qk = iRkωk et Pk sont des fateurs intégrants de ωk.
Si la 1-forme ωk n'a pas d'intégrale première rationnelle, alors Qk = te Pk.
2. Exemples logarithmiques.
Les exemples logarithmiques vus en 1.3. s'obtiennent trivialement via le
prinipe préédent.
On onsidère sur Ek = C la 1-forme ωk = dzk, le polynme Pk = zk et
Lk = {0} ; le  feuilletage  Fk en points est dérit par la 1-forme
ωk
Pk
=
dzk
zk
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On onstruit sur E1 ⊕ . . .⊕En+1 le feuilletage logarithmique dérit par la
1-forme
z1 . . . zn+1
n+1∑
k=1
µk
dzk
zk
µk 6= 0, qui desend sur PCn+1 = CP(n) dès que
n+1∑
k=1
µk = 0. On a ii L ≃
C
n−1
.
Les feuilles, qui sont les omposantes onnexes des niveaux de la fontion
multivaluée
n+1∑
k=1
µk log zk, sont en général denses pour n ≥ 3. On remarque que
tout hamp
n+1∑
k=1
λkzk
∂
∂zk
tel que
n+1∑
k=1
λkµk 6= 0 est une symétrie.
3. Exemples issus de formes quadratiques.
SurC
nj
on onsidère une forme quadratique Qj de rang maximal, i.e. quitte
à omposer par un isomorphisme on peut supposer que Qj(z) =
nj∑
k=1
z2j,k.
Soit Fj le L -feuilletage sur C
nj
déni par la 1-forme dQj et assoié à
l'algèbre so(Qj) ≃ so(nj ;C). Le hamp radial Rj de Cnj est une symétrie de
Fj : 'est l'identité d'Euler.
On onstruit sur C
N = Cn1 × . . .Cnq le feuilletage dérit par
Q1 . . . Qq
q∑
j=1
µj
dQj
Qj
(qui desend en un L -feuilletage sur CP(N − 1) dès que
q∑
j=1
µj = 0). La
proposition 2.2 assure que e dernier est assoié à l'algèbre
L = {
q∑
j=1
κjRj , < κ, µ >= 0} ⊕ so(Q1)⊕ . . .⊕ so(Qq)
≃ Cq−1 ⊕ so(n1;C)⊕ . . .⊕ so(nq;C) (somme direte d'algèbres de Lie)
En onsidérant C
N
omme une arte ane de CP(N) on onstate que e
feuilletage s'étend à CP(N) et que e prolongement est assoié à l'algèbre L .
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Si q ≥ 3, les feuilles sont en général denses. Si µj ∈ Z, on obtient des
exemples ave intégrales premières rationnelles.
On peut aussi oller des feuilletages logarithmiques ave des feuilletages
assoiés à des formes quadratiques ; onsidérons par exemple la 1-forme
ω =
d(z21 + z
2
2 + z
2
3)
z21 + z
2
2 + z
2
3
− κdz0
z0
On note R1 = z1
∂
∂z1
+ z2
∂
∂z2
+ z3
∂
∂z3
. Soit Z un hamp annulant ω ; visiblement
Z s'érit µz0
∂
∂z0
+ Z ′ ave Z ′ ∈< ∂
∂z1
, ∂
∂z2
, ∂
∂z3
>. Alors Z − µ(z0 ∂∂z0 + κ2R1)
annule ω et n'a pas de omposante en ∂
∂z0
; en partiulier il annule
d(z21 + z
2
2 + z
2
3)
z21 + z
2
2 + z
2
3
La 1-forme ω dérit don un L -feuilletage de degré 2 et de odimension 1 sur
C
4
assoié à L = so(3;C)⊕C. Ce feuilletage s'étend en un L -feuilletage sur
CP(4) dérit par la 1-forme
d(z21 + z
2
2 + z
2
3)
z21 + z
2
2 + z
2
3
− κdz0
z0
+ (κ− 2)dz4
z4
4. Exemples issus d'ations lassiques.
On présente quelques exemples d'ations lassiques qui peuvent être des
bases pour le prinipe de onstrution d'exemples ; la plupart de es exemples
se trouvent dans les livres ([8℄, [6℄, [13℄). Il est plus ommode ii de présenter
les groupes eux-mêmes que les sous-algèbres de Lie orrespondantes.
4.1. Ation de PGL(2,C) sur CP(3) et onstrution d'un L -feuilletage
sur CP(4). On note V4 l'ensemble des polynmes homogènes de degré trois
en deux variables et de manière plus générale Vk l'ensemble des polynmes
homogènes de degré k − 1 en deux variables. Le groupe GL(2,C) agit sur Vk
g.P = P ◦ g−1
où P ∈ Vk et g ∈ GL(2,C). Soient λ, µ ∈ C∗, on a
(λg).(µP ) = µP (
1
λ
g−1) =
µ
λk
Pg−1 =
µ
λk
g.P
L'ation de GL(2,C) sur Vk induit don une ation de PGL(2,C) sur P(Vk) ≃
CP(k − 1). Or un élément de CP(3) ≃ P(V4) est la donnée d'un polynme
P de degré 3 à multipliation par un salaire près, autrement dit la donnée de
trois droites vetorielles ∆1, ∆2 et ∆3 dans C
2
non numérotées (les zéros de
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P ), soit enore la donnée de trois points de CP(1). Ainsi l'ation de PGL(2,C)
sur CP(3) orrespond à l'ation de PGL(2,C) ≃ Aut CP(1) sur les triplets
de points de CP(1).
Dérivons les orbites de ette ation.
On ompte trois orbites : l'orbite des triplets de points distints, l'orbite
des triplets de points dont deux seulement sont onfondus et l'orbite des points
triples.
On ommene tout d'abord par s'intéresser au sous-ensemble de CP(3)
orrespondant aux points triples ; un point triple 'est la donnée d'un polynme
homogène P de degré 3 qui est un ube :
P (z0, z1) = (βz0 − αz1)3
'est enore la donnée du point [α : β] ∈ CP(1). On peut don paramétrer les
points triples par l'appliation
(α, β) 7→ (βz0 − αz1)3 = β3z30 − 3β2αz20z1 + 3βα2z0z21 − α3z31
qui induit l'appliation
[α : β] 7→ [β3 : −3β2α : 3βα2 : −α3]
dont l'image est  la  ubique gauhe de CP(3) notée Γ.
Dérivons maintenant l'orbite des triplets de points formés d'un point
double et d'un point simple. On onsidère le polynme z30 , 'est le point
m = [1 : 0 : 0 : 0] ∈ Γ. La tangente à Γ en m est donnée par
t 7→ (1, 0, 0, 0) + t ∂
∂α
(1,−3α, 3α2,−α3)|α=0 = (1,−3t, 0, 0)
qui orrespond au polynme z20(z0 − 3tz1) ; pour t 6= 0, e polynme est le
modèle à onjugaison près de tout polynme de degré trois ayant un terme
arré.
On remarque que si ϕ est un élément de Aut CP(3) laissant Γ invariante
et si m ∈ Γ, l'image par ϕ de la tangente à Γ en m est la droite tangente à Γ
en ϕ(m).
Ainsi l'orbite des polynmes, dont le lieu des zéros est une droite double et
une droite simple, est l'ensemble des tangentes Σ à la ubique Γ privé de Γ.
La surfae Σ \Γ est invariante sous l'ation de PGL(2,C), elle est paramétrée
par l'appliation
(α, t) 7→ (−3α, 3α2,−α3) + t(−3, 6α,−3α2)
et est de degré 4 ([8℄). On vérie failement que dans une arte ane ad-ho,
Σ est isomorphe à un ylindre uspidal (T, s) 7→ (T, s2, s3).
L'ation de PGL(2,C) sur CP(3) produit une unique orbite générique
CP(3) \Σ et par onséquent ne produit pas de feuilletage. Toutefois elle nous
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sera utile plus loin. Par ontre l'ation de SL(2,C) sur V4 admet un invariant∆
(le disriminant). On obtient ainsi un L -feuilletage sur C4 dont une intégrale
première de e feuilletage est
∆(α0, α1, α2, α3) := ∆(α0z
3
0 + α1z
2
0z1 + α2z0z
2
1 + α3z
3
1)
= α21α
2
2 − 4α0α32 − 4α31α3 − 27α20α23 + 18α0α1α2α3.
On le prolonge de façon naturelle à CP(4). Ce feuilletage est assoié à une
sous-algèbre L ⊂ χ(CP(4)) isomorphe à sℓ(2,C) ; il est de degré 3.
4.2. Ation de PGL(3,C) sur CP(5) et onstrution d'un L -feuilletage
sur CP(6). Le groupe GL(3,C) agit sur l'espae des matries symétriques
S ym(3,C) ≃ C6 omme suit
g.P = (tg−1)Pg−1
où P ∈ S ym(3,C) et g ∈ GL(3,C). Cette ation orrespond à l'ation na-
turelle de GL(3,C) sur les formes quadratiques. Soient λ, µ ∈ C∗ ; on a
(λg).(µP ) =
µ
λ2
(tg−1)Pg−1
Ainsi PGL(3,C) agit sur PS ym(3,C) ≃ CP(5).
Dérivons les orbites de ette ation. CommeCP(5) ≃ {oniques de CP(2)},
l'étude des orbites se ramène à elles des droites doubles, des paires de droites
distintes et des oniques lisses. L'orbite des droites doubles est l'image de
l'appliation de Véronèse
CP(2) → CP(5)
[z0 : z1 : z2] 7→ [z20 : z21 : z22 : z0z1 : z0z2 : z1z2]
appelée surfae de Véronèse ; l'orbite des paires de droites distintes est la
variété séante à la surfae de Véronèse ('est l'hypersurfae onstituée des
droites qui oupent ette surfae) privée de elle-i. Enn l'orbite des oniques
lisses est l'ouvert dense de CP(5) :
CP(5) \ {variété séante à la surfae de Véronèse}.
Pour obtenir un feuilletage de odimension 1 on onsidère omme préédem-
ment l'ation de SL(3,C) sur S ym(3,C) : deux matries A, B ∈ S ym(3,C)
sont onjuguées si et seulement si il existe P ∈ SL(3,C) telle que tPAP = B
'est-à-dire si et seulement si detA = detB. Don
δ(z) = det

 z1 z2 z3z2 z4 z5
z3 z5 z6

 = z1z4z6 − z1z25 − z22z6 + 2z2z3z5 − z23z4
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est un invariant de degré 3 de l'ation de SL(3,C) sur S ym(3,C) ≃ C6. En
prolongeant δ à CP(6), on dénit un L -feuilletage de degré 2 et de odimen-
sion 1 sur CP(6) dont une intégrale première est
z1z4z6 − z1z25 − z22z6 + 2z2z3z5 − z23z4
z30
Ce L -feuilletage est assoié à l'algèbre de Lie sℓ(3,C) de dimension 8 ; en
eet, l'algèbre L ie PGL(3,C) = sℓ(3,C) est simple don le morphisme
L ie PGL(3,C) = sℓ(3,C)→ L ie Aut CP(5) = χ(CP(5))
est injetif et χ(CP(5)) ⊃ L ≃ sℓ(3,C).
Plus généralement l'ation de SL(n,C) sur S ym(n;C) produit un L -
feuilletage de degré n−1 et de odimension 1 sur CP(n(n+1)
2
) assoié à l'algèbre
sℓ(n,C) dont une intégrale première est
detA
zn0
ave A ∈ S ym(n,C).
4.3. Ation de PGL(3,C) sur CP(9) et onstrution d'un L -feuilletage
sur CP(9). Soit W4 l'ensemble des polynmes homogènes de degré trois en
trois variables. Le groupe GL(3,C) agit sur W4
g.P = P ◦ g−1
où P ∈W4 et g ∈ GL(3,C). Comme préédemment ette ation de GL(3,C)
sur W4 se laisse projetiviser en une ation de PGL(3,C) sur P(W4) ≃ CP(9).
Il y a huit orbites spéiales : elle des droites triples, de l'union d'une
droite double et d'une droite, de l'union de trois droites en position générale, de
l'union de trois droites onourrantes, d'une onique et d'une droite en position
générale, d'une onique et d'une droite tangente, des ubiques uspidales et des
ubiques à point double.
Les orbites génériques sont elles des ourbes elliptiques. Une ourbe ellip-
tique Eλ s'érit à omposition par un automorphisme près
z21z2 = z0(z0 − z2)(z0 − λz2).
On onstate que deux ourbes elliptiques Eλ et Eλ′ sont équivalentes si et
seulement si les ensembles
Λ = {λ, 1
λ
, 1− λ, 1
1− λ,
λ
1− λ,
λ
λ− 1}
(orbite de λ sous l'ation de z 7→ 1
z
et z 7→ 1− z) et
Λ′ = {λ′, 1
λ′
, 1− λ′, 1
1− λ′ ,
λ′
1− λ′ ,
λ′
λ′ − 1}
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oïnident ; autrement dit si et seulement si j(λ) = j(λ′) où j désigne la fon-
tion
λ 7→ 256(λ
2 − λ+ 1)3
λ2(λ− 1)2
En eet, j( 1
λ
) = j(λ) et j(1 − λ) = j(λ). La fontion j est don bien dénie
sur les quadruplets de points de CP(1) et induit une fontion rationnelle
J : CP(9) 99K CP(1) qui est la omposition de j ave λ. Cei est relié au fait
que l'on peut voir la donnée d'une ourbe elliptique omme elle d'un revête-
ment au dessus de CP(1) ramié en quatre points, e que nous préisons dans
le paragraphe suivant. L'adhérene de l'orbite d'une ourbe elliptique est une
bre de J . C'est une hypersurfae de degré 6 sauf pour les deux valeurs ri-
tiques de j : 0 et 1728 (les points ritiques de j, qui sont 2, 1
2
, 1 de multipliité
1 et −j, −j2 de multipliité 2, orrespondent aux réseaux spéiaux Z ⊕ iZ et
Z⊕ jZ).
Les orbites des ubiques singulières satisfont des onditions d'inidene ;
par exemple l'adhérene de l'orbite d'une ourbe elliptique ontient le lieu des
ubiques uspidales.
L'ation de PGL(3,C) sur CP(9) produit don un L -feuilletage de degré
8 et de odimension 1 sur CP(9) assoié à l'algèbre L ≃ sℓ(3,C). Le alul
du degré n'est pas si faile et a été eetué par J. V. Pereira ([11℄) en utilisant
une méthode due à Darboux. Les desriptions des feuilles et du lieu singulier
s'obtiennent à partir des onsidérations préédentes sur les orbites.
On trouvera la formule expliite de la fontion J dans le livre de Dolgahev
[6℄ page 160.
4.4. Ation de PGL(2,C) sur CP(4). Comme on l'a dit préédemment
PGL(2,C) agit sur P(V5) ≃ CP(4). On retrouve et on préise les résultats du
paragraphe i-dessus.
On ompte inq as de gures diérents : les quadruplets de points tous
distints, les paires de points doubles, les quadruplets formés d'un point triple
et d'un point double, les quadruplets formés d'une paire de points doubles et
d'une paire de points simples et enn les points quadruples.
Les quatre premières ongurations produisent quatre orbites. En eet, une
homographie permet d'éhanger deux triplets de points donnés mais envoie
quatre points distints zi, i = 1, . . . , 4, sur 0, 1, ∞ et le birapport λ des zi.
Toutefois le alul du birapport tient ompte de l'ordre dans lequel on s'est
donné les zi ; permuter es quatre points a pour eet de hanger le birapport λ
en
1
λ
, 1−λ, 1
1−λ
,
λ
1−λ
,
λ
λ−1
ou
λ
λ−1
. Ainsi deux quadruplets de points distints non
numérotés peuvent être envoyés l'un sur l'autre par un élément de PGL(2;C)
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si et seulement si les ensembles
Λ = {λ, 1
λ
, 1− λ, 1
1− λ,
λ
1− λ,
λ
λ− 1}
et
Λ′{λ′, 1
λ′
, 1− λ′, 1
1− λ′ ,
λ′
1− λ′ ,
λ′
λ′ − 1}
oïnident. Or Λ et Λ′ oïnident si et seulement si j(λ) = j(λ′). On retrouve
ainsi la situation du 2.4.3.
Dérivons par exemple l'orbite d'un point quadruple : se donner un point
quadruple revient à se donner un polynme homogène de degré 4 de la forme
P (z0, z1) = (βz0 − αz1)4
e qui détermine un point [α : β] ∈ CP(1). On peut don paramétrer les points
quadruples par l'appliation
(α, β) 7→ (βz0 − αz1)4 = β4z40 − 4β3αz30z1 + 6β2α2z20z21 − 4βα3z0z31 + α4β4
qui induit l'appliation de CP(1) dans CP(4) :
[α : β] 7→ [β4 : −4β3α : 6β2α2 : −4βα3 : α4β4]
Son image est une ourbe de degré 4 appelée ourbe de Véronèse.
L'ation de PGL(2,C) surCP(4) induit un L -feuilletage assoié àL ≃ sℓ(2,C).
On herhe une expression de l'intégrale première de e L -feuilletage ; on prof-
ite de l'existene d'invariants de l'ation de GL(2,C) sur V5. Il existe deux tels
invariants homogènes de degré respetivement 2 et 3 ([8℄) :
P (α0z
4
0 + α1z
3
0z1 + α2z
2
0z
2
1 + α3z0z
3
1 + α4z
4
1) = α0α4 −
1
4
α1α3 +
1
12
α22
et
H(α0z
4
0 + α1z
3
0z1 + α2z
2
0z
2
1 + α3z0z
3
1 + α4z
4
1) = det

 α0 α14 α26α1
4
α2
6
α3
4
α2
6
α3
4
α4


=
α0α2α4
6
− α0α
2
3
16
− α
2
1α2
16
+
α1α2α3
96
+
α1α2α3
96
− α
3
2
216
Ainsi on trouve que
P 3
∆
où ∆ = 28(P 3 − 27H2) est une intégrale première du
L -feuilletage induit par l'ation de PGL(2,C) sur CP(4). On en déduit que
P 3
∆
est une fontion linéaire de l'invariant j : P
3
∆
= 1
1728
j.
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4.5. Ation de PGL(3,C) sur CP(7). On onsidère l'espae V des
formes diérentielles
ω =
2∑
k=0
Akdzk
où les Ak sont des polynmes homogènes de degré 2 tels que
2∑
k=0
Akzk = 0.
Cet espae est de dimension 8 ; un élément générique de V, i.e. un élément tel
que gcd(A0, A1, A2) = 1, représente un feuilletage de degré 1 sur CP(2) (f.
hapitre 3)
Le groupe GL(3,C) agit sur V de façon naturelle
g.ω = g∗ω
où ω ∈ V et g ∈ GL(3,C). Soient λ, µ ∈ C∗, on a
(λg).(µω) =
µ2
λ
g.ω
et l'ation de GL(3,C) sur V induit don une ation de PGL(3,C) sur P(V) ≃
CP(7).
Donnons une brève desription de ette ation.
Commençons par nous intéresser aux éléments ωn,g non génériques de V , i.e.
aux éléments tels que gcd(A0, A1, A2) 6= 1 ; la 1-forme ωn,g s'érit
L(
2∑
k=0
Lkdzk)
ave
2∑
k=0
Lkzk = 0. On remarque que
2∑
k=0
Lkdzk est linéairement onjugué à
z1dz2 − z2dz1
Par suite, les 1-formes ωn,g sont linéairement onjuguées à des formes du type
L(z1dz2 − z2dz1)
où L est linéaire. Si L dépend seulement de (z1, z2), on se ramène au modèle
ω1 = z1(z1dz2 − z2dz1)
et sinon à
ω0 = z0(z1dz2 − z2dz1)
Se donner un élément de Orb[ω1], où Orb[ω1] désigne l'orbite de [ω1], revient
à se donner une droite (la droite z1 = 0) du pineau de droites assoié au
feuilletage de degré 0 dérit par z1dz2 − z2dz1 ; ainsi dimOrb[ω1] = 3.
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Un élément de Orb[ω0] orrespond au point de base du pineau de droites
assoié au feuilletage de degré 0 dérit par z1dz2 − z2dz1 et à une droite
générique ; ainsi dimOrb[ω0] = 4.
On onstate que Orb[ω1] ⊂ Orb[ω0] et que Orb[ω0] est biholomorphe à
CP(2)× ˇCP(2) ≃ CP(2)× CP(2), où ˇCP(2) désigne l'espae projetif dual.
Dans CP(2)× ˇCP(2), l'orbite de [ω1] s'identie à la variété d'inidene
{(x,D) ∈ CP(2)× ˇCP(2), x ∈ D}
i.e. à
{([z0 : z1 : z2], [α0 : α1 : α2]) ∈ CP(2)× ˇCP(2), z0α0 + z1α1 + z2α2 = 0}
Soit ω un élément générique de V ; le feuilletage F déni par ω a alors 3
points singuliers. Il laisse don trois droites distintes invariantes (les droites
joignant les trois points singuliers) que l'on peut supposer être, quitte à faire
une transformation linéaire, les droites d'équation z0 = 0, z1 = 0, z2 = 0. Dans
la arte ane z0 = 1, la 1-forme ω s'érit
B1(1, z1, z2)dz1 +B2(1, z1, z2)dz2 +B3(1, z1, z2)(z1dz2 − z2dz1)
où B1 et B2 désignent des fontions anes et B3 une fontion linéaire. La
droite d'équation z1 = 0 étant invariante par le feuilletage, la fontion ane
B2 est divisible par z1 don s'érit te.z1 ; de même, on obtient que B1 s'érit
te.z2. Enn l'invariane de la droite à l'inni par le feuilletage implique que
B3 = 0. Finalement ω s'érit
ωλ = z2dz1 − λz1dz2
En onsidérant
φ : C2 → C2
(z1, z2) 7→ (z2, z1)
on onstate que Orb[ωλ] = Orb[ω 1
λ
] ; dit autrement les feuilletages Fλ et F 1
λ
dérits respetivement par ωλ et ω 1
λ
sont onjugués. En permutant les droites
invariantes entre elles, on obtient : les deux feuilletages Fλ et Fλ′ sont on-
jugués si et seulement si Λ = Λ′ autrement dit si et seulement si j(λ) = j(λ′)
ave les notations habituelles.
Comme les orbites génériques sont de dimension 6, l'ation de PGL(3,C)
sur CP(7) produit un L -feuilletage de degré 3 et de odimension 1 sur CP(7)
assoié à sℓ(3,C). Le alul du degré a aussi été eetué par J. V. Pereira
en utilisant enore la méthode de Darboux. On onstate, mais e n'est pas
nouveau, l'ubiquité de la fontion j.
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4.6. Ation de SL(2n,C) sur les matries antisymétriques en di-
mension paire A sym(2n,C). Soit M ∈ A sym(2n,C), alors M s'érit
 0 mi,j.
.
.
−mi,j 0


et detM est un polynme de degré 2n en mi,j qui s'avère être un arré.
Il se trouve que
√
det est l'unique invariant de l'ation de SL(2n,C) sur
A sym(2n,C) e qui produit un L -feuilletage de degré n − 1 sur Cn(2n−1)
dont les feuilles sont les niveaux génériques de
√
det. On peut prolonger e
feuilletage à CP(n(2n − 1)). Pour n = 3 on onstruit ainsi un L -feuilletage
de degré 2 sur CP(15).
4.7. Ation de GL(2,C) sur V5. L'ation naturelle de GL(2,C) sur V5
possède l'invariant homogène de degré 2 suivant ([8℄)
H(α0z
4
0 + α1z
3
0z1 + α2z
2
0z
2
1 + α3z0z
3
1 + α4z
4
1) = det

 α0 α14 α26α1
4
α2
6
α3
4
α2
6
α3
4
α4


=
α0α2α4
6
− α0α
2
3
16
− α
2
1α4
16
+
α1α
2
2
144
+
α1α2α3
216
− α
3
2
216
Cette ation induit un L -feuilletage de degré 2 et de odimension 1 sur C5
qui se prolonge à CP(5).
4.8. Feuilletage exeptionnel. Soit Γ la ubique gauhe deC3 paramétrée
par
t 7→ (t, t
2
2
,
t3
6
)
On note AutΓC
3
les automorphismes anes de C
3
laissant Γ invariante. En
fait AutΓC
3
est isomorphe au groupe ane de la droite.
L'orbite d'un point m sous l'ation de AutΓC
3
est une variété d'adhérene
algébrique. Cette ation induit don un L -feuilletage, noté FΓ, sur C
3
dont
le lieu singulier est Γ. Pour mieux omprendre FΓ on redresse Γ par l'auto-
morphisme polynomial
φ : (x, y, z) 7→ (x, y − x
2
2
, z − x
3
3
)
On onstate que φ∗Γ est une droite et φ∗FΓ est un feuilletage dont les feuilles
sont des ylindres au dessus de usp. On peut prolonger e feuilletage en un L -
feuilletage de degré 2 et de odimension 1 sur CP(3) dont le lieu singulier est
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l'union de Γ, d'une droite et d'une onique. L'algèbre L est isomorphe à l'al-
gèbre de Lie du groupe des transformations anes. Le théorème de Darboux-
Jouanolou assure que le feuilletage FΓ a une intégrale première rationnelle qui
se alule en fait expliitement ([3℄) :(
z0z
2
3 − z1z2z3 + z
3
2
3
)2
(
z1z3 − z
2
2
2
)3
On note ωΓ une 1-forme dénissant le feuilletage FΓ. On dit que le feuil-
letage F ′ de degré 2 déni par [ω′] (lasse de ω dans l'espae projetif des
formes de degré 3) est voisin de FΓ si [ω
′] est prohe de [ωΓ]. Si F
′
est un
feuilletage de degré 2 voisin de FΓ alors F
′
s'érit σ∗FΓ où σ est un automor-
phisme de CP(3) ([3℄). On dit que le feuilletage FΓ est stable et on l'appelle
feuilletage exeptionnel. De la stabilité résulte que la variété algébrique
{σ∗FΓ, σ ∈ Aut CP(3)}
est une omposante irrédutible de l'espae des feuilletages de degré 2 sur
CP(3) ([3℄).
Le feuilletage exeptionnel apparait aussi lorsqu'on onsidère l'ation na-
turelle du groupe triangulaire
T2 =
{(
α β
0 1
α
)
| α ∈ C∗, β ∈ C
}
⊂ SL(2;C)
sur V4. Elle induit une ation de PT2 sur CP(3) dont les orbites sont de
dimension 2, autrement dit un L -feuilletage de degré 2 et de odimension 1
sur CP(3) assoié à l'algèbre du groupe des transformations anes. On peut
montrer que 'est le feuilletage exeptionnel.
Il y a enore une autre façon de voir le feuilletage exeptionnel. On onsidère
l'ation de PGL(2,C) sur CP(4) = {quadruplets de points sur CP(1)}. On a
vu que l'invariant de ette ation est l'invariant j des ourbes elliptiques ; xer
la position d'un des quatre points revient à se donner un hyperplan CP(3) ⊂
CP(4). La restrition de l'invariant j à e CP(3) donne enore le feuilletage
exeptionnel.
5. Exemple de Gordan-N÷ther.
Hesse arme que si P est un polynme homogène en les variables z1, . . . , zn,
alors les assertions suivantes sont équivalentes
(i) detH ess P = 0
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(ii) le polynme P  dépend de moins de n variables .
Bien sûr H ess P désigne la matrie hessienne de P .
Sylvester ommene par orriger l'armation de Hesse ; si P est un polynme
homogène en z1, . . . , zn, les armations suivantes sont équivalentes :
(a) Il existe κ1, . . . , κn ∈ C non tous nuls tels que
n∑
j=1
κj
∂P
∂zj
= 0
(b) le polynme P  dépend de moins de n variables .
Puis Gordan et N÷ther donnent un ontre-exemple à l'armation de Hesse :
le polynme homogène de degré 3 sur C5
P (z1, z2, z3, z4, z5) = z
2
1z3 + z1z2z4 + z
2
2z5
vérie (i) mais pas (ii). Il se trouve que P dénit un L -feuilletage FGN sur
C
5
. Les hamps
X1 = z2
∂
∂z3
− z1 ∂
∂z4
, X2 = z2
∂
∂z4
− z1 ∂
∂z5
,
X3 = z1
∂
∂z1
− 2z3 ∂
∂z3
− z4 ∂
∂z4
, X4 = z2
∂
∂z2
− z4 ∂
∂z4
− 2z5 ∂
∂z5
annulent P , sont linéairement indépendants et vérient les relations
[X1, X2] = 0, [X1, X3] = −2X1, [X1, X4] = −X1,
[X2, X3] = −X2, [X2, X4] = −2X2 et [X3, X4] = 0
Ils engendrent une algèbre de Lie maximale L qui est pontuellement de
dimension 4. Le L -feuilletage FGN se prolonge en un L -feuilletage de degré
2 sur CP(5) dont une intégrale première est
z21z3 + z1z2z4 + z
2
2z5
z30
Dans e feuilletage il y a un sous-feuilletage en 2-plans qui admet pour
intégrale première
z1 = te, z2 = te, z
2
1z3 + z1z2z4 + z
2
2z5 = te
Ce feuilletage en 2-plans produit un L -feuilletage de odimension 3 sur C5 et
CP(5). L'algèbre L est engendré par les hamps X1 et X2.
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Il produit aussi un L -feuilletage de odimension 2 sur CP(4) d'algèbre
L˜ = < X1, X2, R > ave pour intégrales premières
z1
z2
et
P
z31
et don déni en oordonnées homogènes par la 2-forme de degré 3
z1dz2 ∧ dP − z2dz1 ∧ dP + 3Pdz1 ∧ dz2
Il s'obtient omme  intersetion  de deux feuilletages ; ependant la 2-forme
Ω n'est pas du type Ω = α ∧ β ave α et β deux 1-formes homogènes.
Revenons au polynme de Gordan-N÷ther ; le lieu singulier de P est l'in-
tersetion des deux hyperplans {z1 = 0} et {z2 = 0}, i.e. un espae linéaire de
odimension 2 dans C5.
Soit f un polynme homogène de degré 3 sur Cn dont le lieu singulier
est l'espae linéaire de odimension 2 déni par {z1 = z2 = 0}. Alors f =
z1A+ z2B ; omme le lieu des zéros de
∂f
∂z1
= A + z1
∂A
∂z1
+ z2
∂B
∂z1
et
∂f
∂z2
= z1
∂A
∂z2
+B + z2
∂B
∂z2
est {z1 = z2 = 0}, f s'érit
αz21 + βz1z2 + γz
2
2
où α, β et γ sont des formes linéaires. On onstate alors que l'exemple de
Gordan-N÷ther n'est jamais que l'exemple générique : z1, z2, α, β et γ sont
indépendantes ; ei n'arrive qu'à partir de la dimension 5. D'où la
Proposition 2.4. Soit f un polynme homogène de degré 3 sur Cn, n ≥
5. Supposons que S ing f soit un espae linéaire de odimension 2. Alors
génériquement f est linéairement onjugué à l'exemple de Gordan et N÷ther
z21z2 + z1z2z4 + z
2
2z5.
En partiulier le feuilletage assoié à f est un L -feuilletage.

CHAPITRE 3
L -feuilletages de degrés 0 et 1 sur CP(n).
1. Feuilletages de degré 0 sur CP(n).
La proposition suivante donne une desription des feuilletages de degré 0
sur CP(n) :
Proposition 3.1. Un feuilletage F de degré 0 sur CP(n) est assoié à
un pineau d'hyperplans, i.e. possède une intégrale première
ℓ1
ℓ2
où ℓ1 et ℓ2 sont
des formes linéaires indépendantes. En partiulier, F est un L -feuilletage.
Démonstration. Soient ω une 1-forme dénissant le feuilletage F et
m 6∈ S ing ω. Le théorème de Frobenius assure l'existene au voisinage du
point m d'une submersion z1 et d'une unité u que l'on peut érire te − z2
telles que
ω = (te− z2)dz1
d'où l'égalité
dω = dz1 ∧ dz2
Mais omme dω est une 2-forme  onstante  , un développement de Taylor
au voisinage de m générique assure l'existene de deux formes linéaires ℓ1 et
ℓ2 telles que dω = dℓ1 ∧ dℓ2.
Il en résulte que ω = 1
2
(ℓ1dℓ2−ℓ2dℓ1)+dQ où Q est une forme quadratique.
Comme ω annule le hamp radial, la forme quadratique Q est nulle.
Autrement dit à onjugaison près par un automorphisme de CP(n), il y a
un unique feuilletage F0 de degré 0 dans CP(n), le feuilletage assoié à
ω0 = z0dz1 − z1dz0
i.e. au pineau d'hyperplans
z1
z0
= te.
Soit L˜ l'algèbre de Lie des hamps linéaires sur Cn+1 annulés par la 1-
forme
z0dz1 − z1dz0
On onstate que
R, zj
∂
∂zi
i ≥ 2, j ≥ 0
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forment une base de L˜ qui est visiblement maximale. On peut évidemment
préiser la nature algébrique de L˜ et don de L : l'algèbre L s'identie à elle
des matries (n+ 1)× (n+ 1) dont les deux premières lignes sont nulles. 
2. Feuilletages de degré 1 sur CP(n).
On ommene par rappeler qu'un feuilletage de degré 1 sur CP(2) possède
une intégrale première de l'un des 3 types suivants :
zλ00 z
λ1
1 z
λ2
2 où λi ∈ C et
2∑
i=0
λi = 0
z0
z1
exp
(
z2
z1
)
Q
z20
où Q est une forme quadratique de rang maximum.
En eet, soit F un feuilletage de degré 1 sur CP(2) dérit par la 1-forme
ω. Le feuilletage F admet trois points singuliers don une droite invariante.
En eet supposons que es trois points ne soient pas onfondus, alors la droite
passant par deux points singuliers distints est invariante ar a deux points de
ontats ave le feuilletage qui est de degré 1. Si les trois points singuliers sont
onfondus, alors haque droite passant par le point singulier triple a un ontat
d'ordre 3 don est invariante. Le feuilletage est don un pineau d'hyperplans,
i.e. de degré 0 e qui est exlu.
Si les trois points singuliers du feuilletage F sont distints et non alignés,
notons D une droite passant par deux de es points ; dans la arte aneCP(2)\
D , le feuilletage F est dérit par la 1-forme
ω|CP(2)\D = f(z1, z2)dz1 + g(z1, z2)dz2
ave f et g anes. Si on prend omme origine le troisième point singulier de
F , le feuilletage F est alors dérit dans la arte ane par la 1-forme
ω˜ = (αz1 + βz2)dz1 + (γz1 + δz2)dz2
ave α, β, γ, δ ∈ C. On onstate alors que le feuilletage est invariant sous
l'ation du ot du hamp radial
(z1, z2) 7→ (etz1, etz2)
autrement dit R est une symétrie et P = iRω˜ est un fateur intégrant. On a
alors à onjugaison près l'alternative P = z0z1 ou P = z
2
0 ; si P = z0z1 alors le
feuilletage F admet une intégrale première de type zλ00 z
λ1
1 z
λ2
2 ; dans le seond
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as le feuilletage admet une intégrale première de type
z1
z0
exp( z2
z1
). En fait, dans
ette situation, on vérie que F n'a que deux points singuliers.
Si les trois points singuliers du feuilletage sont distints et alignés, on se
donne, pour tout t ∈ C, une 1-forme ωt dénissant un feuilletage Ft dont
les trois points singuliers ne sont pas alignés telle que lim
t→0
ωt = ω. Par e
qui préède le feuilletage Ft possède un fateur intégrant Pt ; par ompaité,
lim
t→0
[Pt] a un sens et produit un fateur intégrant P de ω. L'identité d'Euler
assure que le polynme P est rédutible, don appartient à la liste suivante (à
onjugaison près) :
z30 , z0z1z2, z0z
2
1 , z0Q
où Q est une forme quadratique de rang maximum. Si P = z0Q où Q est une
forme quadratique de rang maximum, alors :
ω
P
= λ0
dz0
z0
+ λ1
dQ
Q
ave λ0 + 2λ1 = 0. Quitte à prendre λ0 = 2 et λ1 = −1, on obtient
ω
P
= d
(
Q
z20
)
Considérons maintenant le as où P = z30 ; alors
ω
P
= d
(
Q
z20
)
Si P = z0z1z2, alors F est un feuilletage logarithmique renontré préédem-
ment ; enn si P = z0z
2
1 , alors F admet pour intégrale première
z0
z1
exp
(
z2
z1
)
Rappelons le résultat suivant lassiant les feuilletages de degré 1 sur
CP(n), n ≥ 3. Il est probablement du à G. Reeb en tout as dans le on-
texte ane ; on le trouve dans [9℄.
Théorème 3.2. Soit F un feuilletage de degré 1 sur CP(n) ; on a l'alter-
native suivante :
(i) Il existe un feuilletage F1 de degré 1 sur CP(2) et une projetion
τ : CP(n) 99K CP(2) telle que F = τ ∗F1.
(ii) Le feuilletage F possède une intégrale première rationnelle du type
Q
L2
ave deg(Q) = 2 et deg(L) = 1, i.e. le feuilletage F est donné en oordonnées
homogènes par
ω = LdQ− 2QdL
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ave odim S ing ω ≥ 2.
Cet énoné permet de montrer que l'espae des feuilletages de degré 1 sur
CP(n) a deux omposantes irrédutibles orrespondant aux deux possibilités
de l'alternative.
Corollaire 3.3. Tout feuilletage F de degré 1 possède un hyperplan H
invariant par F , autrement dit un hyperplan H tel que H \S ing F soit une
feuille de F .
On en déduit la
Proposition 3.4. Soit F un feuilletage de degré 1 sur CP(n) possédant
une intégrale première de type
Q
L2
. Alors F est un L -feuilletage. Si Q est
générique, l'algèbre L assoiée est isomorphe à so(n,C).
Démonstration. On prend l'hyperplan invariant H = (L = 0) omme
hyperplan à l'inni. Sur CP(n) \H ≃ Cn, le feuilletage F a pour intégrale
première le polynme
Q = q0 + q1(z) + q2(z)
où les qi sont homogènes de degré i. Si q2 est de rang maximum, alors quitte à
omposer par une translation à la soure et une au but, on peut supposer que
q0 = q1 = 0. Ainsi Q = q2 et l'algèbre des hamps anes qui annulent Q est
en fait une algèbre de hamps linéaires ar 0 est singularité isolée de Q ; ette
algèbre est so(Q) ≃ so(n,C).
Dans les as où q2 n'est pas de rang maximum, alors Q est onjugué à
z20 + . . . + z
2
k + q1(z), ave q1 ane. Si q1 est fontion de z0, . . . , zk, alors le
polynme Q est onjugué à z20 + . . . + z
2
k ; le feuilletage F dérit par Q est
assoié à l'algèbre engendrée par les hamps
zi
∂
∂zj
− zj ∂
∂zi
, 0 ≤ i < j ≤ k,
zℓ
∂
∂zp
, ℓ ≥ 0, p ≥ k + 1, et ∂
∂zm
, m ≥ k + 1.
Si q1 n'est pas une fontion de z0, . . . , zk, alors le polynme Q s'érit à on-
jugaison près z20 + . . . + z
2
k + zk+1 ; le feuilletage est alors assoié à l'algèbre
engendrée par les hamps
zi
∂
∂zj
− zj ∂
∂zi
, 1 ≤ i < j ≤ k, zℓ ∂
∂zp
, ℓ ≥ 1, p ≥ k + 2,
∂
∂zm
, m ≥ k + 2, et 2zr ∂
∂zk+1
− ∂
∂zr
, r 6= k + 1
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
Lorsque F est de type  pull-bak  on a la :
Proposition 3.5. Soit F un feuilletage de degré 1 sur CP(n) du type
F = τ ∗F1, où τ : CP(n) 99K CP(2) est linéaire et F1 un feuilletage de
degré 1 sur CP(2). Alors F est un L -feuilletage.
Démonstration. Soit D une droite invariante par F1 et H = τ
∗(D) ;
l'hyperplanH est invariant parF . Dans les artes anesCP(n)\H = {z1, . . . , zn}
et CP(2) \D = {z1, z2}, l'appliation τ est de la forme
(z1, . . . , zn) 7→ (z1, z2)
Le feuilletage F1 est dérit dans la arte ane {z1, z2} par
ω1 = a(z1, z2)dz1 + b(z1, z2)dz2
ave a et b anes. Alors F = τ ∗(F1) est donné par :
ω = τ ∗ω1 = a(z1, z2)dz1 + b(z1, z2)dz2
Dans ette même arte, on onstate que la 1-forme ω annule les hamps anes
b(z1, z2)
∂
∂z1
− a(z1, z2) ∂
∂z2
,
∂
∂z3
, . . . ,
∂
∂zn
,
zj
∂
∂zk
pour 3 ≤ k ≤ n, 1 ≤ j ≤ n.

On en déduit le
Théorème 3.6. Tout feuilletage de degré 1 sur CP(n) est un L -feuilletage.
La proposition 3.5 ne se généralise pas en degré supérieur :
Proposition 3.7. Soit F du type F = τ ∗F1, où τ : CP(n) 99K CP(2)
est linéaire et F1 est un feuilletage de degré plus grand que 2 sur CP(2). Alors
F n'est pas un L -feuilletage.
Démonstration. Comme dans la preuve de la proposition 3.5, on on-
state que F est dérit par
ω = A0(z0, z1, z2)dz0 + A1(z0, z1, z2)dz1 + A2(z0, z1, z2)dz2
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où les Ai sont de degré ≥ 3. On remarque que ω annule le hamp radial et les
hamps zj
∂
∂zk
pour k ≥ 3 et j = 0, . . . , n. Supposons que pour z générique
dimC L (z) = dimC{X(z), X ∈ L } = n− 1
Alors il existe X hamp linéaire qui annule ω et tel que la 1-forme ω¯ de degré
2 dénie par
iRiXdz0 ∧ dz1 ∧ dz2
soit non identiquement nulle. En un point m générique, on a kerω(m) =
ker ω¯(m), autrement dit ω et ω¯ sont olinéaires. La 1-forme ω¯ s'érit Qω¯′
où S ing ω¯′ est de odimension 2 et deg ω¯′ ≤ 2. La olinéarité de ω et ω¯
entraîne elle de ω et ω¯′ ; ainsi ω s'érit P ω¯′ ave degP ≥ 1 et ω s'annule
sur l'hypersurfae dénie par le lieu des zéros de P e qui viole la ondition
odimCS ing ω ≥ 2. 
CHAPITRE 4
L -feuilletages sur CP(3).
1. Feuilletages de degré 2 sur CP(3).
On rappelle d'abord la desription de l'espae des feuilletages de degré 2 sur
CP(3) ([3℄). Puis on dégage quelques obstrutions à e qu'un tel feuilletage soit
un L -feuilletage. On introduit les sous-ensembles Σ(.; 3) des formes homogènes
intégrables de degré 3 sur C4 :
(i) On note
Σ(1, 1, 1, 1; 3) = {ℓ0ℓ1ℓ2ℓ3
3∑
k=0
λk
dℓk
ℓk
| λk ∈ C∗,
3∑
k=0
λk = 0}
où les ℓi sont des formes linéaires non nulles. On dénit alors la sous-variété
irrédutible PΣ(1, 1, 1, 1; 3) de PΩ13(C
4), où Ω1p(C
n) désigne l'espae des 1-
formes homogènes de degré p sur Cn. Un élément [ω] ∈ PΣ(1, 1, 1, 1; 3) dénit
un feuilletage de degré 2 sur CP(3) si odimCS ing ω ≥ 2. Ces éléments on-
stituent un ouvert de Zariski PΣ(1, 1, 1, 1; 3) ∗ de la sous-variété unirationnelle
PΣ(1, 1, 1, 1; 3).
Plus généralement si Θ est un sous-ensemble de PΩ13(C
4), on note
Θ∗ := {[ω] ∈ Θ | odimCS ing ω ≥ 2}
(ii) On introduit l'ouvert de Zariski PΣ(1, 1, 2; 3) ∗ de la variété unira-
tionnelle PΣ(1, 1, 2; 3) où
Σ(1, 1, 2; 3) = {ℓ0ℓ1Q
(
λ0
dℓ0
ℓ0
+ λ1
dℓ1
ℓ1
+ λ2
dQ
Q
)
| λi ∈ C∗, λ0+λ1+2λ2 = 0}
où les ℓi sont des formes linéaires non nulles et Q une forme quadratique non
triviale.
(iii) On dénit l'ouvert de Zariski PΣ(1, 3; 3) ∗ de la variété unirationnelle
PΣ(1, 3; 3) adhérene de :
Σ(1, 3; 3) = {ℓC
(
λ0
dℓ
ℓ
+ λ1
dC
C
)
| λi ∈ C∗, λ0 + 3λ1 = 0}
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ave ℓ forme linéaire non nulle et C de degré 3.
(iv) On dénit aussi l'ouvert de Zariski PΣ(2, 2; 3) ∗ de la variété unira-
tionnelle PΣ(2, 2; 3) adhérene de :
Σ(2, 2; 3) = {Q0Q1
(
λ0
dQ0
Q0
+ λ1
dQ1
Q1
)
, | λi ∈ C∗, λ0 + λ1 = 0}
où les Qi sont des formes quadratiques.
On dénit ensuite PB(2; 3) l'ensemble des pull bak linéaires omme suit :
PB(2; 3) = {τ ∗ω˜ | τ : C4 → C3 linéaire, ω˜ ∈ Ω13(C3), iRω˜ = 0}
et l'ouvert de Zariski PPB(2 ;3)
∗
de la sous-variété unirationnelle PPB(2; 3).
On termine par l'adhérene de l'orbite du feuilletage exeptionnel :
Exep(2, 3) = PGL(4,C).ωΓ ∩ {[ω], odimCS ing ω ≥ 2}
où ωΓ désigne la 1-forme dénissant le feuilletage exeptionnel. Par onstru-
tion, les éléments génériques de Exep(2, 3) sont onjugués et orrespondent à
un L -feuilletage où L est isomorphe à l'algèbre du groupe des transformations
anes omme nous l'avons vu dans 2.4.8.
On peut maintenant énoner le :
Théorème 4.1. ([3℄) Les ensembles PΣ(.; 3) ∗, PPB(2; 3) ∗ et Exep(2; 3)
sont les omposantes irrédutibles de l'espae des feuilletages de degré 2 sur
CP(3).
Ce théorème se généralise en toute dimension ([3℄).
Pour se onvainre que tous les feuilletages de degré 2 ne sont pas des
L -feuilletages nous allons voir des obstrutions plus ou moins évidentes à e
qu'ils le soient ; es obstrutions sont utilisées pour vérier ertains aluls.
L'énoné en dimension n ≥ 4 pourrait s'avérer pertinent pour la lassiation
des feuilletages quadratiques de CP(n).
Lemme 4.2. Un élément générique de PΣ(1, 3; 3) ∗ ne dénit pas un L -
feuilletage de degré 2 sur CP(3).
Démonstration. Soit F le feuilletage dérit par
ω = ℓC
(
λ0
dℓ
ℓ
+ λ1
dC
C
)
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ave λ0 + 3λ1 = 0. Le feuilletage F a pour intégrale première
C
ℓ3
; ainsi dans
la arte ane C
3 = CP(3) \ (ℓ = 0), les feuilles de F sont les niveaux
du polynme C de degré 3 privés des points singuliers. On suppose que C
est général autrement dit que les niveaux de C sont des surfaes ubiques
générales ; une telle surfae ontient 27 droites. Soit X ∈ χ(CP(3)) un hamp
tangent à F , alors X laisse l'hyperplan ℓ = 0 invariant et par suite est ane
dans la arte C
3
. Un telX est néessairement tangent aux 27 droites de haque
niveau générique. Si F était un L -feuilletage, il existerait deux hamps anes
X et Y tels que
ω|C3 = te iXiY dz0 ∧ dz1 ∧ dz2
en partiulier les hamps X et Y seraient olinéaires le long d'un nombre ni de
ourbes. Or on vient de voir que dans haque bre générique de C, les hamps
X et Y sont olinéaires le long de 27 droites. 
De même on a le :
Lemme 4.3. Un élément générique de PΣ(2, 2; 3) ∗ ne dénit pas un L -
feuilletage de degré 2 sur CP(3).
Démonstration. Soit F un feuilletage de degré 2 sur CP(3) dérit par
ω = Q0Q1
(
dQ0
Q0
− dQ1
Q1
)
.
Si Q0 et Q1 sont des formes quadratiques génériques, alors P(Q0 = Q1 = 0) est
une ourbe elliptique E non plane (quartique). Soit X ⊂ χ(CP(3)) un hamp
tangent au feuilletage F ; omme E ⊂ S ing F , le hamp X est tangent à
E . Si X est non identiquement nul sur E , il induit un hamp de veteurs XE
sur E . Don XE est onstant et en partiulier n'admet pas de singularité. Par
suite E est une trajetoire de X . La lassiation des hamps linéaires dit que
leurs seules trajetoires ompates sont les points singuliers ; ainsi XE = 0. Le
lieu des zéros d'un hamp linéaire étant une sous-variété linéaire, on obtient
nalement que X = 0. 
Le lemme suivant a été prouvé au hapitre 3 :
Lemme 4.4. Un élément générique de PPB(2; 3) n'est pas un L -feuilletage
de degré 2 sur CP(3).
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2. L -feuilletages de degré 2 sur CP(3).
On s'intéresse à la lassiation des L -feuilletages sur CP(3). Dans le
hapitre préédent, on a vu que les feuilletages de degrés 0 et 1 sont des L -
feuilletages.
La liste des L -feuilletages de degré 2 sur CP(3) est donnée par le théorème
suivant ; dans l'énoné (z0, z1, z2, z3) désigne un système de oordonnées.
Théorème 4.5. Un L -feuilletage de degré 2 sur CP(3) est à onjugaison
près dérit par l'une des formes fermées rationnelles suivantes
Ab(i) zλ00 z
λ1
1 z
λ2
2 z
λ3
3
Ab(ii)
z1z2 + z0z3
z1z3
Ab(ii)
z1
z3
exp
(
z0z3 + z2z1
z1z3
)
Ab(iii)
z0
z3
exp
(
z22 − z1z3
z23
)
Ab(iv)
z1z
κ−1
3
zκ0
exp
(
z2
z3
)
Ab(v)
z0z
2
3 + z1z2z3 + z
3
2
z33
Af(i) le feuilletage exeptionnel donné par
(
z0z
2
3 − z1z2z3 + z
3
2
3
)2
(
z1z3 − z
2
2
2
)3
Af(ii)
z20z
2(κ−1)
3
(z1z3 − z22)κ
Af(iii)
z23
z1z3 − z22
exp
(
z0
z3
)
Af(iv)
z0
z3
exp
(
z22 − z1z3
z0z3
)
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Af(v)
z2
z3
exp
(
z0z3 − z1z2
z23
)
Af(vi)
(z0z3 − z1z2)κ
zκ+12 z
κ−1
3
Af(vii)
z0z3 − z1z2
z23
exp
(
−z2
z3
)
où κ et λi ∈ C.
En partiulier, on obtient le théorème annoné dans l'introdution. Les
symboles Ab et Af distinguent les as abéliens et anes.
La proposition 6 assure qu'un L -feuilletage F de degré 2 sur CP(3) est
assoié à une sous-algèbre L ⊂ χ(CP(3)) de dimension 2. D'après la las-
siation des algèbres de Lie omplexes de dimension 2, l'algèbre L est soit
abélienne, soit isomorphe à l'algèbre de Lie du groupe des transformations
anes {z 7→ az + b}. La démonstration du théorème 4.5 se fait en plusieurs
étapes suivant la nature de l'algèbre L . Elle proède par lassiation eetive
des sous-algèbres de matries de dimension deux.
Bien que ela n'apparaisse pas diretement dans le texte nous avons souvent
utilisé le lemme suivant qui permet d'éliminer ertaines ongurations :
Lemme 4.6. Soit F un L -feuilletage sur CP(n). Supposons qu'il existe
un élément X ∈ L dont la matrie assoiée est de rang 1. Alors degF < n−1
et il existe une projetion τ : CP(n) 99K CP(n − 1), un feuilletage F ′ sur
CP(n− 1) tels que F = τ ∗F ′.
Démonstration. Soit X1 = X , X2, . . ., Xn−1 des éléments de L tels
qu'en un point générique m, les hamps R(m), X1(m), . . ., Xn−1(m) soient
indépendants. La ondition de rang entraîne que le hamp X s'érit
ℓX0
où ℓ est une forme linéaire et X0 un hamp onstant.
On peut hoisir des oordonnées dans lesquelles le hampX0 est de la forme
∂
∂z0
; on a alors
iRiX0 . . . iXn−1 dz0 ∧ . . . ∧ dzn = Pω
où P est un polynme homogène éventuellement onstant et ω une 1-forme
dénissant F . On onstate que deg ω < n − 1 et que la 1-forme ω ne dépend
pas de z0. 
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2.1. L'algèbre L est abélienne. Si A est une matrie arrée on érit
A = AS + AN où AS est semi-simple, AN nilpotente et [AS, AN ] = 0. Si A et
B ommutent, alors [AS, BS] = [AN , BN ] = [AS, BN ] = [AN , BS] = 0 : 'est la
 jordanisation simultanée .
Par Jordanisation simultanée des matries, on établit la :
Proposition 4.7. Soit F un L -feuilletage de degré 2 sur CP(3) assoié
à une algèbre L abélienne. On est à onjugaison près dans l'une des ongu-
rations suivantes :
(i) l'algèbre L˜ est diagonale,
(ii) l'algèbre L˜ est engendrée par les hamps
z1
∂
∂z0
+ (z2 + z3)
∂
∂z2
+ z3
∂
∂z3
, (z2 + κz3)
∂
∂z2
+ z3
∂
∂z3
et R,
(iii) l'algèbre L˜ est engendrée par les hamps
κz0
∂
∂z0
+ z2
∂
∂z1
+ z3
∂
∂z2
, z0
∂
∂z0
+ z3
∂
∂z1
et R.
(iv) l'algèbre L˜ est engendrée par les hamps
z1
∂
∂z1
+ z3
∂
∂z2
, z0
∂
∂z0
+ κz1
∂
∂z1
et R,
(v) l'algèbre L˜ est engendrée par les hamps
z1
∂
∂z0
+ z2
∂
∂z1
+ z3
∂
∂z2
, (z2 + κz3)
∂
∂z0
+ z3
∂
∂z1
et R.
Démonstration. On dérit par jordanisation toutes les algèbres de ma-
tries L˜ = CR⊕L ′ ave L abélienne ; si une telle algèbre ontient un élément
de rang 1 on ne la retient pas (4.6) L'étude se fait  à la main  en examinant
la nature du spetre d'un élément générique de L˜ . Tous aluls faits on obtient
les algèbres suivantes générées par
R ∼


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 = Id
et les matries de X et Y ave
2. L -FEUILLETAGES DE DEGRÉ 2 SUR CP(3). 65
(i) X =


α0 0 0 0
0 α1 0 0
0 0 α2 0
0 0 0 α3

 Y =


β0 0 0 0
0 β1 0 0
0 0 β2 0
0 0 0 β3


(ii) X =


1 0 0 0
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 0

 Y =


0 0 0 0
0 1 κ 0
0 0 1 0
0 0 0 0

 κ 6= 1
(iii) X =


κ 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 Y =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 κ 6= 1
(iv) X =


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 Y =


1 0 0 0
0 κ 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 κ 6= 0
(v) X =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 Y =


0 0 1 κ
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0


En prenant les hamps de veteurs assoiés à es inq ongurations on
obtient la liste annonée dans la proposition. 
Nous allons maintenant présenter la liste des intégrales premières des feuil-
letages assoiés à es inq algèbres.
(i) Cas où L˜ est diagonale. Ave les notations préédentes on a
X =
3∑
k=0
αkzk
∂
∂zk
, Y =
3∑
k=0
βkzk
∂
∂zk
et R
Le feuilletage F est dérit par
iRiX iY dz0 ∧ dz1 ∧ dz2 ∧ dz3 = z0z1z2z3
3∑
k=0
λk
dzk
zk
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ave
3∑
k=0
λkαk =
3∑
k=0
λkβk =
3∑
k=0
λk = 0. C'est le as Ab (i) du théorème
2.1.
(ii) Traitons le as où L˜ est engendrée par les trois hamps
z1
∂
∂z0
+ (z2 + z3)
∂
∂z2
+ z3
∂
∂z3
, (z2 + κz3)
∂
∂z2
+ z3
∂
∂z3
et R, κ 6= 1
orrespondant à la deuxième onguration de matries. La 1-forme ω
annulée par es trois hamps s'érit
(1− κ)z1z23dz0 + ((κ− 1)z0 − κz1)z23dz1 − z21z3dz2 + (z2 + κz3)z21dz3
Dans e as, on onstate que si κ = 0, alors
ω
z21z
2
3
= d
(
z0
z1
− z2
z3
)
qui orrespond au premier as de Ab (ii).
En fait pour tout κ, z21z
2
3 est un fateur intégrant de ω. On vérie que
− ω
z21z
2
3
= (κ− 1)d
(
z0
z1
)
+ d
(
z2
z3
)
+ κ
(
dz1
z1
− dz3
z3
)
, κ 6= 1
C'est le as général de Ab (ii) du théorème 2.1. Une intégrale première
du feuilletage dérit par ω est
(κ− 1)z0
z1
+
z2
z3
+ κ log
(
z1
z3
)
ou son exponentielle
autrement dit, à onjugaison près
z1z2 − z0z3
z1z3
si κ = 0
z1
z3
exp
(
z0z3 + z2z1
z1z3
)
si κ 6= 0
On note que lorsque κ = 1 le feuilletage orrespondant est de degré
1.
(iii) Cas où L˜ est engendrée par les trois hamps
κz0
∂
∂z0
+ z2
∂
∂z1
+ z3
∂
∂z2
, z0
∂
∂z0
+ z3
∂
∂z1
et R
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orrespondant à la troisième onguration de matries. La 1-forme ω
annulée par es trois hamps s'érit à multipliation près
−z33dz0 + z0z23dz1 + (κz0z3 − z0z2)z3dz2
+(z0z
2
3 − κz0z2z3 − z0z1z3 + z0z22)dz3
Ii enore on trouve un fateur intégrant de ω évident : z0z
3
3 . On a
ω
z0z33
=
dz0
z0
− dz3
z3
+ d
(
z22 − 2κz2z3 − 2z1z3
2z23
)
Une intégrale première de ette forme et du feuilletage orrespondant est
donnée par
z0
z3
exp
(
z22 − 2z1z3 − 2κz2z3
2z23
)
soit à onjugaison près
z0
z3
exp
(
z22 − z1z3
z23
)
C'est le as Ab (iii).
(iv) Cas où L˜ est engendrée par les trois hamps
z1
∂
∂z1
+ z3
∂
∂z2
, z0
∂
∂z0
+ κz1
∂
∂z1
et R.
La 1-forme ω annulée par es trois hamps s'érit à multipliation près
−κz1z23dz0 + z0z23dz1 − z0z1z3dz2 + z0z1((κ− 1)z3 + z2)dz3
En herhant une famille d'appliations linéaires laissant le feuilletage
invariant, on onstruit une symétrie et on trouve que la 1-forme ω admet
pour fateur intégrant z0z1z
2
3 ; e que l'on peut onstater de visu :
ω
z0z1z23
= −κdz0
z0
+
dz1
z1
+ (κ− 1)dz3
z3
− d
(
z2
z3
)
Elle dérit un L -feuilletage de degré 2 sur CP(3) dont une intégrale
première est
z1z
κ−1
3
zκ0
exp
(
z2
z3
)
Il s'agit du as Ab (iv).
(v) Cas où L˜ est engendrée par les trois hamps
z1
∂
∂z0
+ z2
∂
∂z1
+ z3
∂
∂z2
, (z2 + κz3)
∂
∂z0
+ z3
∂
∂z1
et R
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orrespondant à la inquième onguration de matries. La 1-forme ω
annulée par es trois hamps s'érit
−z33dz0 + z23(z2 + κz3)dz1 + z3(z1z3 − z22 − κz2z3)dz2
+(z0z
2
3 − 2z1z2z3 + z32 + κz22z3 − κz1z23)dz3
Le polynme z43 est un fateur intégrant de ω et
ω
z43
= d
(
−z0
z3
+ κ
z1
z3
− κ z
2
2
2z23
− z
3
2
3z33
+
z1z2
z23
)
Cette forme dérit un L -feuilletage de degré 2 sur CP(3) dont le lieu
singulier est une droite
S ing F = (z2 = z3 = 0)
et d'intégrale première
−z0z23 + κz1z23 + z1z2z3 − z
3
2
3
− κz22z3
2
z33
Celle-i s'érit à onjugaison et omposition à gauhe par une homogra-
phie près
z0z
2
3 + z1z2z3 + z
3
2
z33
C'est le as Ab (v). Dans la arte ane z3 = 1, ette intégrale première
s'érit
C(z0, z1, z2) = z0 + z1z2 + z
3
2
e qui nous donne un polynme de degré 3 induisiant un L -feuilletage
dans C
3
. On onstate que pour tout ρ ∈ C, on a
C(ρ3z0, ρ
2z1, ρz2) = ρ
3C(z0, z1, z2),
en partiulier pour ρ = et, on a
C(e3tz0, e
2tz1, e
tz2) = e
3tC(z0, z1, z2).
Autrement dit le hamp linéaire
3z0
∂
∂z0
+ 2z1
∂
∂z1
+ z2
∂
∂z2
est une symétrie du feuilletage F : le feuilletage F admet à la fois
une intégrale première rationnelle non triviale et une symétrie. Chaque
ubique z0+z1z2+z
3
2 = te est une surfae réglée : les droites d'équations{
z2 = µ
z0 + αz1 = λ
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sont ontenues dans ette surfae. Lorsqu'on oupe CP(5) par le 2-plan
{z5 = z2, z1 = z3}, on onstate que le polynme de Gordan-N÷ther
homogénéisé
z0z
2
1 + z1z2z4 + z
2
2z5
z33
oïnide ave l'intégrale première du L -feuilletageF . Outre le fait que le
lieu singulier soit une droite exatement e dernier fait est remarquable.
Problème : lassier les L -feuilletages de CP(n) qui ont pour ensemble
singulier un sous-espae linéaire de odimension 2. Les feuilletages de degré 0
en font partie ; pour n = 3, y a-t-il d'autres exemples que le préédent ?
2.2. L'algèbre L est isomorphe à l'algèbre du groupe des trans-
formations anes. Pour lassier les feuilletages de degré 2 assoiés à une
algèbre de Lie isomorphe à l'algèbre du groupe des transformations anes, on
va lassier les algèbres de Lie engendrées par deux hamps linéaires X et Y
de C
4
satisfaisant [X, Y ] = Y . Comme l'algèbre < X, Y > est résoluble, par
triangulation on onstate que Y est nilpotent. D'après le lemme 4.6 le rang de
la matrie assoiée au hamp Y est 2 ou 3, le as où Y est de rang 1 n'est don
pas retenu.
Commençons par supposer que le rang de la matrie assoiée au hamp Y
est 3, notons −A la matrie de X et B elle de Y . Comme B est nilpotente de
rang 3 elle s'érit à onjugaison près

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0


On remarque que la matrie
A0 =


3 0 0 0
0 2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0


satisfait A0B−BA0 = B ; par suite la matrie A−A0 ommute à B. Du alul
diret du ommutateur de B, on déduit que A est du type

λ+ 3 κ1 κ2 κ3
0 λ+ 2 κ1 κ2
0 0 λ+ 1 κ1
0 0 0 λ


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En partiulier A est diagonalisable don s'érit à onjugaison près

λ+ 3 0 0 0
0 λ+ 2 0 0
0 0 λ+ 1 0
0 0 0 λ


Une matrie B satisfaisant AB − BA = B est alors de la forme

0 β1 0 0
0 0 β2 0
0 0 0 β3
0 0 0 0


Comme B est supposé être de rang 3, les βi sont non nuls don égaux à 1
à onjugaison près. Finalement le L -feuilletage orrespondant est dans des
oordonnées homogènes bien hoisies tangent aux hamps
R =
3∑
i=0
zi
∂
∂zi
, X = 3z1
∂
∂z1
+ 2z2
∂
∂z2
+ z3
∂
∂z3
et Y = z1
∂
∂z0
+ z2
∂
∂z1
+ z3
∂
∂z2
Il s'agit du feuilletage exeptionnel qui admet pour intégrale première(
z0z
2
3 − z1z2z3 + z
3
2
3
)2
(
z1z3 − z
2
2
2
)3
C'est le as Af (i).
Supposons maintenant que la matrie assoiée au hamp Y soit de rang 2.
Il y a à onjugaison près deux types de matries (4, 4) nilpotentes de rang 2
B1 =


0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 et B2 =


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 ∼


0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0


2.2.1. Cas B = B1.
L'égalité [A,B] = B entraîne que A s'érit sous la forme

λ1 0 0 κ4
κ5 2 + λ κ7 κ8
0 0 1 + λ κ7
0 0 0 λ


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Puisqu'on s'intéresse à l'algèbre engendrée par les hamps X , Y et R on
peut supposer que κ7 = 0. Remarquons qu'ave les notations habituelles
un hangement de base e0 → e0+αe1 n'altère pas la matrie B. Par suite
si λ1 6= 2 + λ, on peut supposer que A est du type
A1 =


λ1 0 0 κ4
0 2 + λ 0 κ8
0 0 1 + λ 0
0 0 0 λ


et sinon du type
A2 =


2 + λ 0 0 κ4
κ5 2 + λ 0 κ8
0 0 1 + λ 0
0 0 0 λ


a. Si λ1 6= 2 + λ, on fait le hangement de base
e4 → e4 + ae1 + be2 = e′4
(qui n'altère pas B) pour obtenir Ae′4 = λe
′
4 soit enore
a(λ1 − λ) + κ4 = 0
2b+ κ8 = 0
Ainsi si λ 6= λ1, on peut par onjugaison éliminer κ4 et κ8, sinon
on peut éliminer κ8.
a.1. Si λ 6= λ1, on se ramène à une algèbre du type
R, Y = z2
∂
∂z1
+ z3
∂
∂z2
, X = κz0
∂
∂z0
+ 2z1
∂
∂z1
+ z2
∂
∂z2
Les hyperplans z3 = te sont invariants par les deux hamps X
et Y ; ainsi es deux hamps engendrent le feuilletage restreint à
la arte ane z3 = 1 ; ils s'érivent
X˜ = X|z3=1 = κz0
∂
∂z0
+ 2z1
∂
∂z1
+ z2
∂
∂z2
Y˜ = Y|z3=1 = z2
∂
∂z1
+
∂
∂z2
Le hamp Y˜ a une  partie onstante  ; nous allons essayer de
le redresser par un automorphisme polynomial. Le ot de Y˜ est
ϕ : (z; t) 7→ (z0, z1 + z2t+ t
2
2
, z2 + t)
On dénit maintenant le diéomorphisme
H : (z0, z1, z2) 7→ ϕ(z0, z1, 0; z2) = (z0, z1 + z
2
2
2
, z2)
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Par onstrution H onjugue ∂
∂z2
à Y˜ . Le feuilletage F ′ assoié à
l'algèbre engendrée par les hamps H−1∗ X˜ et H
−1
∗ Y˜ est dérit par
une 1-forme Ω′ qui, en partiulier, annule le hamp H−1∗ Y˜ =
∂
∂z2
don s'érit
A′(z0, z1)dz0 +B
′(z0, z1)dz1
Le diéomorphisme H laisse le plan z2 = 0 invariant point par
point. On onstate que le hamp
X˜|z2=0 = κz0
∂
∂z0
+ 2z1
∂
∂z1
est tangent au feuilletage et au plan z2 = 0 ; il dérit don le
feuilletage en restrition au plan z2 = 0. On déduit une intégrale
première du hamp X˜
z20
zκ1
et don de F ′. Ce qui donne après omposition par H−1 et ho-
mogénéisation l'intégrale première de F suivante :
z20z
2(κ−1)
3(
z1z3 − z
2
2
2
)κ
C'est le as Af (ii).
a.2. Si λ = λ1, l'algèbre L˜ est engendrée par
R, z2
∂
∂z1
+ z3
∂
∂z2
, κ4z3
∂
∂z0
+ 2z1
∂
∂z1
+ z2
∂
∂z2
Si κ4 = 0 alors les hamps
∂
∂z1
et
∂
∂z2
sont tangents au feuilletage
qui ne peut don être un feuilletage de degré 2 sur CP(3) ; par
homothétie on peut don se ramener à κ4 = 1.
Par la même méthode que préédemment, en redressant z2
∂
∂z1
+
z3
∂
∂z2
dans la arte ane z3 = 1, on montre que le feuilletage F
admet pour intégrale première
z23
2z1z3 − z22
exp
(
2z0
z3
)
e qui donne le as Af (iii) à onjugaison près.
b. Si λ1 = 2 + λ, par un hangement de base
e4 → e4 + ae1 + be2
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on peut se ramener à κ4 = κ8 = 0. En eet,
A2(e4 + ae1 + be2) = 0
équivaut à
a = −κ4
2
, b =
aκ4κ5 − 2κ8
4
Par homothétie on se ramène à κ5 = 0 ou 1.
Commençons par traiter le as κ5 = 0 ; alors l'algèbre L˜ est en-
gendrée par les hamps
R, z2
∂
∂z1
+ z3
∂
∂z2
et 2z0
∂
∂z0
+ 2z1
∂
∂z1
+ z2
∂
∂z2
qui est un as partiulier du as a.1. (κ = 2)
Finalement traitons le as κ5 = 1 ; l'algèbre L˜ est du type
R, z2
∂
∂z1
+ z3
∂
∂z2
et 2z0
∂
∂z0
+ (z0 + 2z1)
∂
∂z1
+ z2
∂
∂z2
Toujours par la même méthode (qui onsiste à redresser le hamp
z2
∂
∂z1
+z3
∂
∂z2
dans la arte ane z3 = 1) on montre que le feuilletage
F admet pour intégrale première
z0
z3
exp
(
z22 − 2z1z3
z0z3
)
on obtient le as Af (iv) à onjugaison près.
2.2.2. Cas B = B2.
Ce as est aratérisé par kerB = im B et B est un isomorphisme
de < e2, e3 > dans < e0, e1 >. En partiulier pour haque base f0, f1
de kerB, il existe une base f2, f3 de < e2, e3 > telle que Bf2 = f0 et
Bf3 = f1. L'égalité AB − BA = B implique que kerB est invariant par
A. On peut don supposer que l'on a une base e0, e1, e2, e3 dans laquelle
A et B sont du type suivant (on jordanise la restrition de A à kerB)
A = A1 =


λ1 0 ∗ ∗
0 λ2 ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 ∗ ∗

 ave λ1 6= λ2 ou A = A2 =


λ ε ∗ ∗
0 λ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 ∗ ∗


et B =


0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0


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On remarque que par homothétie on se ramène à ε ∈ {0, 1}.
. A est du type A1.
On a
ABe3 − BAe3 = Be3 ⇔ BAe3 = (λ2 − 1)Be3
Il en résulte que
Ae3 = κ3e0 + κ5e1 + (λ2 − 1)e3
De la même façon, on obtient
Ae2 = κ2e0 + κ4e1 + (λ1 − 1)e2
et
A =


λ1 0 κ2 κ3
0 λ2 κ4 κ5
0 0 λ1 − 1 0
0 0 0 λ2 − 1


On note que les hangements de base du type
e2 → e2 + αe0 + βe1 = e2
e3 → e3 + γe0 + δe1 = e3
n'altèrent ni B, ni la forme de A. On a ave les notations préé-
dentes
Ae2 − (λ1 − 1)e2 = (κ2 + α)e0 + (β(λ2 − λ1 + 1) + κ4)e1
Ae3 − (λ2 − 1)e3 = (κ3 + γ(λ1 − λ2 + 1))e0 + (δ + κ5)e1
On onstate qu'en hoisissant δ = −κ5 et α = −κ2, on peut sup-
poser que κ2 = κ5 = 0 ; de plus si λ2 − λ1 6= ±1, on peut supposer
que κ3 = κ4 = 0.
En enlevant (λ2−1)R àX représenté par la matrie A, on se ramène
au as où l'algèbre L˜ est engendrée par R et les trois hamps
z2
∂
∂z0
+ z3
∂
∂z1
, ((µ+ 1)z0 + κ3z3)
∂
∂z0
+ (z1 + κ4z2)
∂
∂z1
+ µz2
∂
∂z2
où µ = λ1 − λ2 (6= 0 par hypothèse).
On va suivre la méthode utilisée préédemment mais nous la dé-
taillerons ar elle est ii un peu plus tehnique. Comme l'hyperplan
z3 = 0 est invariant par tous es hamps on se plae dans la arte
ane z3 = 1 où l'on a
Y˜ = Y|z3=1 = z2
∂
∂z0
+
∂
∂z1
X˜ = X|z3=1 = ((µ+ 1)z0 + κ3)
∂
∂z0
+ (z1 + κ4z2)
∂
∂z1
+ µz2
∂
∂z2
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L'hyperplan z1 = 0 est transverse à Y˜ don au feuilletage F . No-
tons
ϕ(z0, z1, z2; t) = (z0 + tz2, z1 + t, z2)
le ot de Y˜ , alors le diéomorphisme
H(z0, z1, z2) = ϕ(z0, 0, z2; z1) = (z0 + z1z2, z1, z2)
redresse le hamp Y˜ sur ∂
∂z1
et trivialise le feuilletage. Dans l'hy-
perplan z1 = 0, le feuilletage F|z1=0 est donné par
(X˜ − κ4z2Y˜ )|z1=0 = ((µ+ 1)z0 + κ3 − κ4z22)
∂
∂z0
+ µz2
∂
∂z2
La 1-forme
ω = µz2dz0 − ((µ+ 1)z0 + κ3 − κ4z22)dz2
dérit don F|z1=0.
.1. Si µ = −1, le feuilletage restreint est dérit par la 1-forme
d
(
z0 − κ4
2
z22
)
+ κ3
dz2
z2
d'où une intégrale première, si κ3 6= 0, du type :
z2 exp
(
z0
κ3
− κ4
2κ3
z22
)
e qui donne après omposition ave H−1 et homogénéisation
z2
z3
exp
(
2z0z3 − 2z1z2 − κ4z22
2κ3z
2
3
)
qui orrespond au as Af (v) à onjugaison près. Si κ3 = 0, le
feuilletage est de degré 1.
.2. Si µ 6= ±1, puisqu'on peut se ramener à κ3 = κ4 = 0, on a
ω = µz2dz0 − (µ+ 1)z0dz2
On en déduit, pour le feuilletage restreint à z1 = 0, l'intégrale
première suivante
zµ0
zµ+12
Après omposition par H−1 et homogénéisation, le feuilletage
admet pour intégrale première
(z0z3 − z1z2)µ
zµ+12 z
µ−1
3
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qui donne le as Af (vi).
.3. Si µ = 1, la 1-forme ω s'érit
z2dz0 − (2z0 + κ3 − κ4z22)dz2
Quitte à omposer ω par
φ : (z0, z2) 7→ (z0 − κ3
2
, z2)
on a
ω = z2dz0 − (2z0 − κ4z22)dz2
ou enore, à multipliation près :
d
(
z0
z22
)
+ κ4
dz2
z2
d'où l'intégrale première (κ4 6= 0 sinon le degré hute)
z2 exp
(
z0
κ4z22
)
Ce qui donne après omposition ave φ−1, H−1 et homogénéisa-
tion
z2
z3
exp
(
2z0z3 − 2z1z2 + κ3z23
2κ4z22
)
Quitte à permuter z2 et z3 puis z0 et z1 on retombe sur le as .1.
d. Supposons que A est du type A2.
Si ε = 0, alors µ = 0 et en reprenant les aluls préédents, on
onstate que le degré du feuilletage hute.
Si ε = 1, alors on a
ABe2 − BAe2 = Be2 ⇔ BAe2 = (λ− 1)Be2
Il en résulte que
Ae2 = κ2e0 + κ4e1
De la même façon, on obtient
Ae3 = κ3e0 + κ5e1 + e2 + (λ− 1)e3
et
A =


λ 1 κ2 κ3
0 λ κ4 κ5
0 0 λ− 1 1
0 0 0 λ− 1


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On note que les hangements de base du type
e2 → e2 + αe0 + βe1 = e2
e3 → e3 + γe0 + δe1 = e3
n'altèrent ni B, ni la forme de A. On a
Ae2 − (λ− 1)e2 = (κ2 + α + β)e1 + κ4 + β
Don quitte à prendre β = −κ4 et α = κ4 − κ2, on peut supposer
que κ2 = κ4 = 0. On a alors
Ae3 − (λ− 1)e3 − e2 = (κ3 + δ + γ)e1 + (κ5 + δ)e2
Puis quitte à prendre δ = −κ5 et γ = κ5 − κ3, on se ramène à
κ3 = κ5 = 0. Finalement à onjugaison près A s'érit

λ 1 0 0
0 λ 0 0
0 0 λ− 1 1
0 0 0 λ− 1


et notre feuilletage est tangent aux hamps de veteurs
R, Y = z2
∂
∂z0
+ z3
∂
∂z1
et X = (z0 + z1)
∂
∂z0
+ z1
∂
∂z1
+ z3
∂
∂z2
Comme l'hyperplan z3 = 0 est invariant par tous es hamps on se
plae dans la arte ane z3 = 1 où la restrition de notre feuilletage
à z1 = 0 est donné par le hamp
z0
∂
∂z0
+
∂
∂z2
autrement dit par l'intégrale première
z0 exp(−z2)
Après omposition par H−1 et homogénéisation, on onstate que
notre feuilletage admet pour intégrale première
z0z3 − z1z2
z23
exp
(
−z2
z3
)
'est le as Af (vii).

CHAPITRE 5
L -feuilletages quadratiques sur CP(n).
L'étude des L -feuilletages de odimension 1 sur CP(n) pour n ≥ 4 s'avère
déliate, non seulement pour des raisons de taille de aluls mais aussi pour
des raisons oneptuelles. Bien sûr nous savons qu'en degrés 0 et 1 tous les
feuilletages de odimension 1 sont des L -feuilletages. Par ontre déjà en degré
2 on se heurte au problème suivant : majorer la dimension de L . Nous avons
vu qu'en degré maximal n− 1 la dimension de L est préisément n− 1 e qui
permet tout du moins en petite dimension d'espérer une lassiation en se
réferrant à la desription des algèbres de Lie. Nous la présentons en dimension
4.
1. L -feuilletages quadratiques sur CP(n), n ≥ 4.
Nous donnons quelques propriétés générales suseptibles d'être utiles pour
lassier les L -feuilletages de degré 2. La plupart sont onséquenes de la
desription générale des feuilletages de degré 2 sur CP(n) faite dans [3℄ et que
nous avons présentée dans le as n = 3 (hapitre 4). Nous donnerons aussi
quelques exemples.
Proposition 5.1. Soit F un feuilletage de degré 2 sur CP(n) déni en
oordonnées homogènes par la 1-forme ω ∈ Ω13(Cn+1). On est dans l'une des
situations suivantes :
1. F est exeptionnel, i.e. il existe τ : CP(n) 99K CP(3) linéaire telle que
F = τ ∗FΓ
2. Il existe un feuilletage F ′ de degré 2 sur CP(2), une appliation linéaire
τ : CP(n) 99K CP(2) tels que F = τ ∗F ′.
3. F a une intégrale première du type
Q1
Q2
où Q1 et Q2 sont des formes
quadratiques.
4. F possède un hyperplan invariant H et ω un fateur intégrant de l'un
des types suivants :
4.1. L41
4.2. L31L2
4.3. L21L
2
2
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4.4. L21L2L3
4.5. L1L2L3L4
4.6. L21Q
4.7. L1L2Q
4.8. L1C
où les Li désignent des formes linéaires distintes, Q une forme quadra-
tique et C une ubique.
Démonstration. C'est une appliation direte de [3℄. 
Remarque. A partir des fateurs intégrants on peut évidemment donner
les diérents types possibles d'intégrales premières.
On sait que dans le as des feuilletages exeptionnels, il s'agit de L -
feuilletages.
Par ontre la proposition 3.7 asssure que dans le as 2, F n'est jamais un
L -feuilletage.
Dans le as 3 où F possède une intégrale première
Q1
Q2
, alors si F est un
L -feuilletage, les formes quadratiques Q1 et Q2 ne peuvent être génériques.
En eet, si Q1 et Q2 sont génériques, alors la surfae Q1 = Q2 = 0 est une
surfae de Del Pezzo ; ei implique par un argument déjà renontré dans la
preuve du lemme 4.3 qu'il ne peut y avoir de hamp de veteurs tangent à la
fois aux niveaux de Q1 et de Q2.
1.1. Exemples de type 4.2. Ils se traitent relativement aisément :
Proposition 5.2. Soit F un L -feuilletage de degré 2 sur CP(4) ayant
une intégrale première du type z1 expH, degH = 2, dans une arte ane
ad-ho. Alors à onjugaison près H est de l'un des types suivants
z2 + z3z4
z2 + z
2
3
z2 + z1z3 + z
2
4
Démonstration. On remarque qu'un hamp ane X annulant dz1
z1
+ dH
est néessairement du type
X = λz1
∂
∂z1
+ Z
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où
Z ∈ < ∂
∂z2
,
∂
∂z3
,
∂
∂z4
>
D'autre part pour que F soit un L -feuilletage il est néessaire que pour l'un
des X , λ soit non nul disons égal à 1. En érivant que
1 + (λz1
∂H
∂z1
+ Z(H)) = 0
on onstate que H(0, z2, z3, z4) est un polynme quadratique qui est nées-
sairement une submersion. Par suite quitte à hanger les oordonnées on peut
supposer que
H(0, z2, z3, z4) = z2 + q(z3, z4)
où q est une forme quadratique en z3, z4. On remarque aussi que H n'a pas de
terme en z21 si bien que
H = z2 + z1L(z2, z3, z4) + q(z3, z4)
On examine les as où L ≡ 0, L = z2, L = z2 + z3, L = z3 qui ouvrent à
onjugaison près tous les autres.
Dans la première éventualité, toujours à onjugaison près, on peut supposer
que
H = z2 + z3z4
ou bien
H = z2 + z
2
3
Dans es deux as, un alul élémentaire montre qu'il s'agit bien de L -feuilletages,
le seond apparaissant omme un pull-bak linéaire d'un L -feuilletage sur
CP(3).
Considérons le as où
H = z2 + z1z2 + z1z3 + q(z3, z4)
Ave les notations préédentes si X = z1
∂
∂z1
+ Z, ave Z =
4∑
i=2
Ai
∂
∂zi
, est
tangent à F , on obtient
1 + z1z2 + A2 + A3
(
z1 +
∂q
∂z3
)
+ A4
∂
∂z4
≡ 0
En posant q = az23 + bz3z4 + cz
2
4 on obtient
(1 + z1z2) + A2 + A3(z1 + 2az3 + bz4) + A4(bz3 + 2cz4) ≡ 0
Sur l'intersetion des deux hyperplans
z1 + 2az3 + bz4 = 0
et
bz3 + 2cz4 = 0
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on a
(1− (2az3 + bz4)z2) + f ≡ 0
où f est ane don a = b = 0. Finalement à onjugaison près on a
H = z2 + z1z3 + κz
2
4
ave κ ∈ {0, 1}. On onstate que F est un L -feuilletage puisqu'on trouve
parmi les hamps tangents à F :
z1
∂
∂z1
− ∂
∂z2
− z3 ∂
∂z3
, z1
∂
∂z2
− ∂
∂z3
, 2κz4
∂
∂z2
− ∂
∂z4

1.2. Un as spéial. Voii une méthode qui pourrait s'avérer frutueuse
en partiulier dans l'étude du as quadratique. Considérons F un L -feuilletage
de degré 2 sur CP(4) ayant une intégrale première de type Q1
Q2
ave Qi formes
quadratiques. Supposons l'algèbre L non nilpotente ; alors L ′ ontient un
hamp X semi-simple :
X =
k∑
i=0
λizi
∂
∂zi
λi 6= 0
On peut supposer k ≥ 1 sinon F serait un pull-bak. Examinons le as où
rg X = 2, i.e. k = 1 :
X = λ0z0
∂
∂z0
+ λ1z1
∂
∂z1
λ0λ1 6= 0
Soit Q une forme quadratique annulée par X ; alors Q s'érit
εz0z1 + q(z2, z3, z4)
Remarquons que X(Q1) = X(Q2) = 0. On se ramène à étudier les as
Q1
Q2
=
q1
q2
et
Q1
Q2
=
z0z1 + q1(z2, z3, z4)
q2(z2, z3, z4)
Dans le premier as F est un pull-bak. Dans le seond as, on va faire une
disussion suivant le rang de q2.
Si rg q2 = 1, i.e. q2 = z
2
2 (à onjugiason près) alors F est en fait de degré
un.
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Supposons q2 de rang 3, autrement dit de la forme z
2
2 + z
2
3 + z
2
4 ; on doit
trouver un hamp Y annulant dénominateur et numérateur. Un tel hamp
s'érit
Y = A0
∂
∂z0
+ A1
∂
∂z1
+B2
∂
∂z2
+B3
∂
∂z3
+B4
∂
∂z4
= A+B
L'égalité A(z0z1) = 0 implique que
A = λ
(
z0
∂
∂z0
− z1 ∂
∂z1
)
On a aussi
B(q1) = B(q2) = 0
En partiulier on peut voir B dans so(3,C). Mais tous les éléments non nuls
de so(3,C) sont onjugués (à multipliation près). On peut don supposer que
B = z3
∂
∂z2
− z2 ∂
∂z3
et
q1 = a(z
2
2 + z
2
3) + bz
2
4
Il nous faut pour des raisons de dimension pontuelle trouver un troisième
hamp B′ annulant q1 et q2 du type préédent. Par suite tout hamp annulant
q2 annule q1 et q1 = αq2. Finalement F possède une intégrale première du
type
z0z1
z22 + z
2
3 + z
2
4
que nous avons d'ailleurs renontrée dans le prinipe de onstrution d'exem-
ple.
Terminons par le as où rg q2 = 2, i.e. q2 = z
2
2+z
2
3 . En suivant la démarhe
préédente on doit trouver deux hamps du type
Yi = z2
∂
∂z3
− z3 ∂
∂z3
+ Li
∂
∂z4
i = 1, 2
indépendants 'est-à-dire, en partiulier, non C-olinéaires et annulant q1 ; ei
n'est possible que si
∂
∂z4
annule q1 as où F est un pull-bak.
1.3. Exemple de type 3. On onsidère un feuilletage de degré 2 sur
CP(4) ayant pour intégrale première
Q1
Q2
=
z20 + z
2
1 + z
2
2 + z
2
3 + z
2
4
λ0z20 + λ1z
2
1 + λ2z
2
2 + λ3z
2
3 + λ4z
2
4
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On peut supposer que λ0 = 0, λ4 = 1 et qu'un autre λi est non nul sinon le
feuilletage serait de degré 1. Les hamps X qui annulent Q1 sont du type∑
0≤i<j≤4
µi,j
(
zi
∂
∂zj
− zj ∂
∂zi
)
Si de plus X annule Q2, on a∑
0≤i<j≤4
µi,j(λi − λj)zizj = 0
Si λ1, λ2 et λ3 sont non nuls et diérents de 1, on aura
µ0,j = 0 pour j = 0, . . . , 4
µi,4 = 0 pour i = 1, 2, 3
Ainsi un hampX qui annuleQ1 etQ2 n'a pas de omposante sur
∂
∂z0
et sur
∂
∂z4
.
La ondition de dimension pontuelle pour l'algèbre des hamps annulant Q1
et Q2 ne peut être satisfaite. On peut don supposer toujours sous l'hypothèse
λ1λ2 6= 0 que λ3 = 1. Si λ1 et λ2 sont enore diérents de 1, on aura toujours
pour X annulant Q1 et Q2 les égalités
µ0,j = µ1,4 = µ2,4 = µ1,3 = µ2,3 = 0
et X sera du type
µ1,2
(
z1
∂
∂z2
− z2 ∂
∂z1
)
+ µ3,4
(
z3
∂
∂z4
− z4 ∂
∂z3
)
e qui est insusant pour obtenir la dimension pontuelle souhaitée. Par suite
on peut supposer λ2 = 1. On se ramène don à
Q1
Q2
=
z20 + z
2
1 + z
2
2 + z
2
3 + z
2
4
z20 + λz
2
1
Comme λ 6= 0, on onstate que la seule possibilité est λ = 1. Le feuilletage a
don une intégrale première de type
z22 + z
2
3 + z
2
4
z20 + z
2
1
vue dans le prinipe de onstrution d'exemples et dans le as spéial préédent.
On démontre de façon analogue que les autres ongurations de λ onduisent
au même modèle. D'où la :
Proposition 5.3. Soit F un L -feuilletage de degré 2 sur CP(4) ayant
une intégrale première
Q1
Q2
où les Qi sont des formes quadratiques diagonales.
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Si l'élément générique du pineau Q1 − κQ2 est de rang maximum, alors F a
une intégrale première du type
z22 + z
2
3 + z
2
4
z20 + z
2
1
Remarque. Un pineau de formes quadratiques diagonales Q1 =
k∑
i=0
z2i ,
Q2 =
n∑
i=0
λiz
2
i tel que l'élément générique ne soit pas de rang maximal satisfait
λi = 0 pour i > k
En partiulier le feuilletage assoié est un pull-bak.
1.4. Lors de l'examen de ertaines ongurations de L -feuilletages de
degré trois sur CP(4) assoiés à des algèbres résolubles de dimension trois,
nous avons trouvé quelques dégénéresenes onduisant à des L -feuilletages
de degré deux possédant des intégrales premières du type
Q1
Q2
ave Qi forme
quadratique ; préisément soient
Q1 = z0z4 − p1z23 − p2z3z4 −
1
2
z22 + p3z
2
4
Q2 = z1z4 − q1z23 − q2z3z4 − z2z3 − q3z24
On onstate que l'élément générique du pineau λ1Q1+λ2Q2 est dégénéré.
Proposition 5.4. Le feuilletage F de degré 2 sur CP(4) donné par les
niveaux de
Q1
Q2
est un L -feuilletage. L'algèbre de Lie L assoiée est résoluble
de dimension trois ; si X˜ ∈ L˜ , le hamp X˜ s'érit
(b1z0 + (b3 − e3q2 + q2b1 − 2q1b2)z2 + (2p1b2 − p2b1 + e3p2)z3
+(2p3b1 − 2p3e3 + p2b2)z4) ∂
∂z0
+ (b1z1 + b2z2 + b3z3 + (q2b2 − 2q3b1 + 2q3e3)z4) ∂
∂z1
+ (e3z2 + (b3 − e3q2 + q2b1 − 2q1b2)z4) ∂
∂z2
+ (e3z3 + b2z4)
∂
∂z3
+ (2e3 − b1)z4 ∂
∂z4
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où b1, b2, b3, e3 ∈ C. Ce L -feuilletage ne vérie pas la ondition de régularité
le long de z4 = 0.
Démonstration. L'expression des hamps X˜ a été obtenue via Maple.
L'hyperplan z4 = 0 n'est pas invariant par le feuilletage puisque
Q1
Q2
n'y est pas
onstant. Par ontre il est invariant par tous les hamps X˜ . On onstate par
un alul élémentaire qu'ils sont dépendants le long de et hyperplan. 
1.5. Ubiquité de l'exemple de Gordan-N÷ther. Revenons à l'exem-
ple de Gordan-N÷ther
P = z21z3 + z1z2z4 + z
2
2z5
dans C
5
et onsidérons sa restrition à la arte z1 = 1
P1 = z3 + z2z4 + z
2
2z5
On onstate que les hamps
z2
∂
∂z3
− ∂
∂z4
, z2
∂
∂z4
− ∂
∂z5
et z2
∂
∂z2
− z4 ∂
∂z4
− 2z5 ∂
∂z5
sont tangents aux niveaux de P1. Le feuilletage par les niveaux de P1 est don
une fois enore un L -feuilletage de C4, lequel s'étend bien sûr à CP(4) ; il a
pour intégrale première
z21z3 + z1z2z4 + z
2
2z5
z31
qui dénit un feuilletage de degré 2.
Maintenant on onsidère la restrition de P à la arte z3 = 1 ; on obtient
le polynme
P2 = z
2
1 + z1z2z4 + z
2
2z5
qui est annulé par les hamps
z2
∂
∂z1
− 2 ∂
∂z4
, z2
∂
∂z4
− z1 ∂
∂z5
, z2
∂
∂z2
− z4 ∂
∂z4
− 2z5 ∂
∂z5
et produit enore un exemple de degré 2 sur CP(4) d'intégrale première
z21z3 + z1z2z4 + z
2
2z5
z33
Ces deux exemples, tous deux de type 4.1., sont non équivalents.
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2. Exemples de type 4.1.
2.1. Cas spéial. (où l'on retrouve l'ubiquité de Gordan-N÷ther).
Nous allons nous intéresser à un as spéial de L -feuilletage quadratique de
type 4.1. sur CP(4). Soit F un L -feuilletage sur CP(4) ayant une intégrale
première du type
C
z3
0
où C est un polynme ubique. La restrition de F à
la arte ane z0 = 1 dénit un L -feuilletage de degré 2 sur C
4
ayant pour
intégrale première P (z1, z2, z3, z4) = C(1, z1, z2, z3, z4) . Nous allons supposer
que P est un polynme homogène.
Théorème 5.5. Soit P un polynme homogène minimal de degré 3 sur C4
dénissant un L -feuilletage. Alors à onjugaison près P est de l'un des types
suivants :
1. z1z
2
2
2. z1z2z3
3. z1(z
2
2 − z3z4)
4. z21z3 + z1z2(a1z1 + z2 + z3 + z4) + z
2
2z4
5. z21z3 + z1z2(z3 + z4) + z
2
2z4
6. z21z3 + z1z2z4 + a2z
3
2
Remarques. 1. Considérons le polynme de Gordan-N÷ther
P = z21z3 + z1z2z5 + z
2
2z4
Si l'on restreint P à z2 = 0 on obtient à permutation près des oordonnées
le premier as 1. En restreignant à z3 = z4 = 0 on trouve 2 ; la restrition de
P à z4 = 0 est à onjugaison près le as 3. En restreignant P à l'hyperplan
a1z1 + z2 + z3 + z4, on obtient le as 4. En le restreignant à z5 = z3 + z4,
on retrouve le as 5. Enn le as 6. s'obtient en permutant z4 et z5 et en
restreignant P à z5 = a2z2.
2. Par onjugaison on peut supposer a2 ∈ {0, 1}.
Démonstration. D'après le théorème 1.16, l'origine n'est pas une singu-
larité isolée de dP sinon le feuilletage F serait de degré 1. Il s'ensuit que dP
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s'annule sur un nombre ni de droites, ou sur une surfae ou enore sur une
hypersurfae. Nous allons traiter es diérentes éventualités au as par as.
1. Si dP s'annule sur une hypersurfae, P n'est pas réduit et s'érit z21L où
L désigne une forme linéaire. Puisque P est minimal, L est non olinéaire
à z1. Le L -feuilletage F dérit par le polynme P est alors de degré 1
et P est du type z1z
2
2 .
2. Considérons le as où dP s'annule au moins sur une droite par exemple
d'équation z2 = z3 = z4 = 0. En partiulier le polynme P n'a de
monme ni en z31 , ni en z
2
1zi ; par suite il est de la forme
z1q(z2, z3, z4) + r(z2, z3, z4)
où q est une forme quadratique et r un polynme ubique. Un hamp
de veteurs X annulant P doit être tangent au lieu singulier de P et en
partiulier à l'axe des z1. Par suite, il s'érit
A1(z1, z2, z3, z4)
∂
∂z1
+
4∑
i=2
Ai(z2, z3, z4)
∂
∂zi
Remarquons que si q ≡ 0, alors F est un pull-bak ; e as a été traité
dans le orollaire de l'introdution.
Si l'on érit X sous la forme A1
∂
∂z1
+ Y , on a{
A1q + z1Y (q) = 0
Y (r) = 0
Si q 6≡ 0, alors A1 est divisible par z1, autrement dit
X = λ1z1
∂
∂z1
+ Y
Supposons que pour tout hampX annulant le polynme P on ait λ1 = 0.
La dimension pontuelle générique de tels X étant trois, le polynme P
est annulé par
∂
∂z2
,
∂
∂z3
et
∂
∂z4
e qui est absurde. Ainsi on peut trouver
des hamps annulant P du type
X1 = z1
∂
∂z1
+ Y1, X2 = Y2 et X3 = Y3
génériquement indépendants ; il en est de même pour les hamps Y2 et
Y3. Les égalités {
Y2(q) = Y2(r) = 0
Y3(q) = Y3(r) = 0
impliquent que les omposantes onnexes des niveaux de q et r sont les
mêmes.
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Si la forme quadratique q est de rang 2 ou 3, alors on a r = 0 et P
s'érit à onjugaison près
z1(z
2
2 − z3z4)
que nous avons déjà renontré ou
z1z2z3
Dans les deux as on obtient un L -feuilletage.
Reste à onsidérer le as où la forme quadratique q est de rang 1 : le
polynme P est alors de la forme
z1z
2
2 + εz
3
2 = z
2
2(z1 + εz2)
qui est onjugué à z1z
2
2 et le feuilletage obtenu est de degré 1.
3. Cas où dP s'annule sur une surfae S.
3.1. Supposons qu'une omposante de S soit un plan par exemple
d'équation z1 = z2 = 0, alors P est du type
z21L1 + z1z2L2 + z
2
2L3
où Li désigne une forme linéaire. On a l'alternative suivante :
- le feuilletage F est un pull-bak (et don enore du type z1z
2
2)
- les formes linéaires z1, z2, L1, L2 et L3 forment un système de
rang 4. On se ramène alors aux deux as suivants
z21z3 + z1z2L+ z
2
2z4
z21z3 + z1z2z4 + z
2
2L
où L désigne une forme linéaire. Il nous faut maintenant aratériser
les L qui produisent un L -feuilletage. Comme le lieu singulier doit
être invariant par tout hamp X annulant P , un tel hamp, nées-
sairement linéaire, est de la forme
(b1z1 + b2z2)
∂
∂z1
+ (c1z1 + c2z2)
∂
∂z2
+
(
4∑
i=1
αizi
)
∂
∂z3
+
(
4∑
i=1
βizi
)
∂
∂z4
Posons
L =
4∑
i=1
aizi
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3.1.1. Commençons par onsidérer le as où P est de la forme
z21z3 + z1z2L+ z
2
2z4
L'égalité X(P ) = 0 se traduit par le système suivant :

2b1 + c1a3 + α3 = 0
2a1b1 + 2a2c1 + a1c2 + α2 + α1a3 + β1a4
b1a2 + 2a1b2 + 2a2c2 + α2a3 + β2a4 + β1 = 0
b1a4 + 2c1 + a4c2 + α4a3 + β4a4 = 0
2b2 + b1a3 + a3c2 + α3a3 + β3a4 = 0
b2a2 + β2 = 0
b2a4 + 2c2 + β4 = 0
b2a3 + β3 = 0
a1c1 + α1 = 0
a4c1 + α4 = 0
C'est un système de dix équations à douze inonnues. Pour que la
dimension pontuelle des hamps X annulant P soit générique-
ment trois, il nous faut au moins trois solutions indépendantes.
Cei impose des onditions sur les ai qui régissent le système. En
substituant on obtient que e système a un espae de solutions
de dimension au moins trois si et seulement si
(a2a4 − 1)(2a1 + a1a24 − 3a2a4) = (a3a4 − 1) = 0
3.1.1.1. Lorsque a2a4 = a3a4 = 1, quitte à onjuguer par une
appliation linéaire ad-ho on se ramène à a2 = a3 = a4 = 1,
autrement dit
P = z21z3 + z1z2(a1z1 + z2 + z3 + z4) + z
2
2z4
On peut alors résoudre le système préédent et l'espae veto-
riel des hamps annulant P est engendré par les trois hamps
X1 = z2
∂
∂z3
− z1 ∂
∂z4
X2 = (z1 + z2)
∂
∂z1
− 2z3 ∂
∂z3
− (2a1z1 + z2 + z3 + z4) ∂
∂z4
X3 = (z1 + z2)
∂
∂z2
− (a1z1 + z3 + z4) ∂
∂z3
− 2(z1 + z4) ∂
∂z4
On onstate que es trois hamps engendrent une algèbre de
dimension pontuelle trois.
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3.1.1.2. Passons au as où a3a4 = 1 et 2a1 + a1a
2
4 − 3a2a4 = 0.
Comme a3 et a4 sont non nuls, on se ramène par une appliation
linéaire de type
(z1, z2, z3, z4) 7→ (ρ1z1, ρ2z2, ρ3z3, ρ4z4)
ad-ho aux deux as suivants :
P1 = z
2
1z3 + z1z2(z3 + z4) + z
2
2z4
et
P2 = z
2
1z3 + z1z2(z1 + z2 + z3 + z4) + z
2
2z4
Dans le premier as, les hamps suivants annulent P1 :
z1
∂
∂z1
+ z2
∂
∂z2
− 2z3 ∂
∂z3
− 2z4 ∂
∂z4
z2
∂
∂z1
− z2 ∂
∂z2
+ (z4 − z3) ∂
∂z4
z2
∂
∂z3
− z1 ∂
∂z4
Ainsi P1 dénit bien un L -feuilletage.
Le seond as est un as partiulier du as 3.1.1.1. ave a1 = 1.
3.1.2. Considérons le as où P est de la forme
z21z3 + z1z2z4 + z
2
2(a1z1 + a2z2 + a3z3 + a4z4)
Notons que si a4 6= 0, en posant Z4 = a1z1+a2z2+a3z3+a4z4 on
se ramène au as préédent. Nous supposerons don que a4 = 0.
Quitte à hanger z4 en z4 − a1z2 on a a1 = 0 ; autrement dit P
s'érit
z21z3 + z1z2z4 + z
2
2(a2z2 + a3z3)
On proède omme préédemment ; l'égalité X(P ) = 0 onduit
au système 

b1 + β4 + c2 = 0
b2 + α4a3 = 0
c1 + α4 = 0
2b1 + α3 = 0
2b2 + 2a3c1 + β3 = 0
a3(2c2 + α3) = 0
3a2c1 + α1a3 + β2 = 0
3a2c2 + α2a3 = 0
α1 = 0
α2 + β1 = 0
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3.1.2.1. Supposons que a3 = 0, i.e. que le polynme P s'érive
P = z21z3 + z1z2z4 + a2z
3
2
On a l'alternative suivante :
- a2 6= 0, le polynme P est alors annulé par les hamps
z1
∂
∂z1
− 2z3 ∂
∂z3
− z4 ∂
∂z4
z1
∂
∂z2
− z4 ∂
∂z3
− 3a2z2 ∂
∂z4
z2
∂
∂z3
− z1 ∂
∂z4
Il dénit don bien un L -feuilletage.
- a2 = 0, le polynme P dérit un L -feuilletage dont l'algèbre
assoiée, de dimension 4, est engendrée par les hamps
z1
∂
∂z1
− 2z3 ∂
∂z3
− z4 ∂
∂z4
z1
∂
∂z2
− z4 ∂
∂z3
z2
∂
∂z2
− z4 ∂
∂z4
z2
∂
∂z3
− z1 ∂
∂z4
On onstate que la dimension de l'algèbre passe de trois à quatre
lorsque a2 s'annule.
3.1.2.2. Supposons maintenant que a3 6= 0. A onjugaison près par
des appliations du type
(z1, z2, z3, z4) 7→ (ρ1z1, ρ2z2, ρ3z3, ρ4z4)
on se ramène à l'étude des deux as suivants
z21z3 + z1z2z4 + z
2
2z3
z21z3 + z1z2z4 + z
2
2(z2 + z3)
Les hamps qui annulent es deux polynmes forment un espae
de dimension 2 don les feuilletages dérits par es polynmes ne
sont pas des L -feuilletages.
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3.2. Plaçons nous dans l'éventualité où la surfae S ontient une
omposante non plane. On peut alors supposer que trois axes de
oordonnées sont dans S, par exemple les axes z1, z2 et z3. Par un
argument déjà renontré, le polynme P est ane en z1, z2, z3 et
quadratique en z4 ; on onstate que P est du type
εz1z2z3 + z
2
4(a1z1 + a2z2 + a3z3)
On remarque que ε 6= 0 sinon le feuilletage dérit par P est de degré
1. Déterminons les valeurs des ai pour lesquelles es polynmes ont
une surfae singulière.
3.2.1. Si a1a2a3 6= 0, on se ramène par homothétie à
P = z1z2z3 + z
2
4(z1 + z2 + z3)
et un alul élémentaire montre que codim S ing P = 3.
3.2.2. Si deux des ai sont non nuls, on se ramène à
P = z1z2z3 + z
2
4(z1 + z2)
et omme préédemment le lieu singulier de P est de odimension
3.
3.2.3. Reste don le as où un seul des ai est non nul, alors P est
de la forme :
z1(z2z3 + z
2
4)
as déjà renontré.

2.2. Exemples de L -feuilletages quadratiques satisfaisant dimL =
3. Lors de l'étude des L -feuilletages de degré 3 sur CP(4) orrespondant aux
algèbres Lα, nous avons renontré une dégénéresene qui produit un feuil-
letage de degré 2 de type 4.1 ; l'algèbre L est ii de dimension trois (f. hapitre
6). Voii et exemple :
L'algèbre L est engendrée par les hamps
X =
(
−2z0 + (ξ5c− h)z2 + cξ13 + δ + 2ξ5e
2
z4
)
∂
∂z0
+(ξ5z0 − 3z1 + ξ7z2 + ξ8z3 + (hξ13 + 2i− ξ5δ)z4) ∂
∂z1
+(−z2 + ξ13z3) ∂
∂z2
+ (ξ5z3 − z4) ∂
∂z4
,
Z = (cz2 + δz3 + ez4)
∂
∂z0
+ (z0 + hz2 + iz3)
∂
∂z1
+ z3
∂
∂z4
,
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Y = z3
∂
∂z0
+ z4
∂
∂z1
L'algèbre engendrée parX , Y et Z est résoluble et de type Lα (ave α = 2),
'est-à-dire possède une présentation de la forme
{[X˜, Y˜ ] = Y˜ , [X˜, Z˜] = αZ˜, [Y˜ , Z˜] = 0}, α 6= 0
On montre que le feuilletage assoié à ette algèbre admet pour intégrale
première
3(z2 − ξ13z3)3
z0z3z4 − z1z23 − e3z34 − cz2+δz32 z24 + (hz2 + iz3)z3z4 + κz33 − 3ξ5hz2z23
où
κ = −ξ13(ξ7 − ξ5h)− 2(ξ5i− ξ8)
'est-à-dire à onjugaison près
z32
z0z3z4 + z1z
2
3 + z
2
4(az4 + bz2)
ave a, b ∈ {0, 1}.
Remarques. 1. En se restreignant à la arte ane z2 = 1, on onstate
que le polynme
P = z0z3z4 + z1z
2
3 + az
3
4 + bz
2
4
dénit un L -feuilletage sur C4.
2. Le dénominateur z0z3z4 + z1z
2
3 + z
2
4(az4 + bz2) est enore lorsque b est
non nul de type Gordan-N÷ther. Pour b = 0, le feuilletage est un pull-bak.
CHAPITRE 6
L -feuilletages de degré trois sur CP(4).
Soit F un L -feuilletage de degré 3 sur CP(4), la proposition assure que
dimL = 3. Ainsi la lassiation des L -feuilletages de degré 3 sur CP(4)
repose sur elle des algèbres de Lie de dimension 3 ([7℄). Pour lassier les
algèbres de Lie L de dimension 3, on onsidère l'appliation bilinéaire
[ , ] : L ×L → L
et plus partiulièrement son rang.
Si dim[L ,L ] = 0, l'algèbre L est abélienne.
Si dim[L ,L ] = 1, l'algèbre L est dérite par les présentations
{[X, Y ] = [X,Z] = 0, [Y, Z] = Y }
ou
{[X, Y ] = [X,Z] = 0, [Y, Z] = X}
Si dim[L ,L ] = 2, l'algèbre L est du type
{[X, Y ] = Y, [X,Z] = αZ, [Y, Z] = 0}
ave α ∈ C∗ ou bien
{[X, Y ] = Y, [X,Z] = Y + Z, [Y, Z] = 0}
.
Enn si dim[L ,L ] = 3, alors L est isomorphe à sℓ(2,C).
Nous allons étudier au as par as les L -feuilletages assoiés.
1. L'algèbre L est isomorphe à sℓ(2,C).
Par simple onnexité de SL(2,C), la représentation de sℓ(2,C) dans M (5,C)
donnée par L ′ assure l'existene d'une ation linéaire de SL(2,C) sur C5. On
est don ramené à lassier les ations linéaires de SL(2,C) sur C5 que nous
allons dérire.
Commençons don par supposer que l'ation est irrédutible ; 'est alors à
onjugaison près l'ation naturelle de SL(2,C) sur les polynmes homogènes
de degré quatre en deux variables. Cette ation desend à l'espae projetif
pour donner un L -feuilletage de degré 3 dont les feuilles sont les niveaux
génériques de la fontion j ; nous l'avons dérite au hapitre 2. A onjugaison
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près e L -feuilletage est unique puisqu'il y a une unique ation irrédutible
de SL(2,C) sur C5.
Supposons maintenant que l'ation linéaire de SL(2,C) sur C5 soit ré-
dutible ; elle se déompose en ations irrédutibles ave les ongurations
suivantes des diérents fateurs :
C⊕C4, C2 ⊕C3, C⊕C⊕C3, C⊕C2 ⊕C2,
C⊕C⊕C⊕C2, et C⊕C⊕C⊕C⊕C.
On peut exlure les deux dernières ongurations : l'ation sur haque fa-
teur C étant triviale, elles ne donneront pas d'orbites de dimension quatre.
Examinons les autres possibilités au as par as :
(i) ation de SL(2,C) sur C⊕C4.
Sur le fateur C l'ation est triviale et sur C
4
'est l'ation naturelle de
SL(2,C) sur V4 (f hapitre 2) à onjugaison près. Elle admet pour invariants
z1 et ∆(z2, . . . , z5) où
∆(z2, z3, z4, z5) = z
2
3z
2
4 − 4z2z34 − 4z33z5 + 18z2z3z4z5
Par suite F possède l'intégrale première
∆(z2, . . . , z5)
z41
A onjugaison près, le L -feuilletage F est unique. Il a déjà été étudié dans
la liste d'exemples (hapitre 2) mais présenté de manière diérente.
(ii) ation de SL(2,C) sur C2 ⊕C3.
Elle est onjuguée à l'ation de SL(2,C) sur V2 ⊕ V3. On note les éléments
de V2 ⊕ V3 sous la forme
(z1x+ z2y, z3x
2 + z4xy + z5y
2)
A haun de es éléments on assoie
Q1 = (z1x+ z2y)
2 = z21x
2 + 2z1z2xy + z
2
2y
2 ,
Q2 = z3x
2 + z4xy + z5y
2
et Q˜i la matrie de la forme quadratique Qi. Soit P ∈ SL(2,C) ; on a
det(tP (Q˜1 − κQ˜2)P ) = det(Q˜1 − κQ˜2)
autrement dit
det(Q˜1 − κQ˜2) = κ2
(
z3z5 − z
2
4
4
)
− κ(z3z22 + z5z21 − z1z2z4)
est un invariant de l'ation de SL(2,C) surC2⊕C3. Ainsi les niveaux génériques
de
(z3z5 − z
2
4
4
, z3z
2
2 + z5z
2
1 − z1z2z4)
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dénissent le feuilletage de odimension 2 assoié à L ′ et
(z3z
2
2 + z5z
2
1 − z1z2z4)2(
z3z5 − z
2
4
4
)3
est une intégrale première du L -feuilletage de degré 3 assoié à L .
Remarque. Le numérateur de ette intégrale première est le polynme
de Gordan-N÷ther ; on retrouve le feuilletage exeptionnel en oupant par un
CP(3) ad ho. Ce CP(3) est non générique puisqu'il y a une hute de degré.
(iii) ation de SL(2,C) sur C⊕C2 ⊕C2.
On érit l'élément g ∈ SL(2,C) sous la forme(
a b
c d
)
Comme l'ation naturelle de SL(2,C) sur C2 orrespond à l'ation sur les
formes linéaires, on peut voir l'ation sur C
2 ⊕C2 à onjugaison près omme
suit
g.(z2x+ z3y, z4x+ z5y) ≃
(
z2 z3
z4 z5
)(
a b
c d
)−1
On onstate ainsi que
det
(
z2 z3
z4 z5
)
= z2z5 − z3z4
est un invariant et que les niveaux génériques de
(z1, z2z5 − z3z4)
sont les feuilles du feuilletage de odimension 2 assoié à L ′ ave les notations
habituelles. Ainsi
z2z5 − z3z4
z21
est une intégrale première du L -feuilletage assoié à L qui est don de degré
1 (ar déni dans la arte ane z1 = 1 par une forme quadratique) ; ette
ation n'induit don pas un L -feuilletage de degré 3 sur CP(4).
(iv) ation de SL(2,C) sur C⊕C⊕C3.
Cette ation est triviale sur haque fateur C et sur le fateur C
3
'est
l'ation naturelle sur V3. Ainsi le feuilletage assoié à L
′
est donné par les
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niveaux de (z1, z2) et une intégrale première du L -feuilletage assoié à L est
z1
z2
. Par suite e feuilletage est de degré 0.
Finalement seules les deux premières ations onduisent à un L -feuilletage
de degré 3 sur CP(4) :
Théorème 6.1. Soit F un L -feuilletage de degré 3 sur CP(4). Si L est
isomorphe à sℓ(2,C), alors le feuilletage F admet à onjugaison près l'une
des intégrales premières suivantes :
z23z
2
4 − 4z2z34 − 4z33z5 + 18z2z3z4z5
z41
(z3z
2
2 + z5z
2
1 − z1z2z4)2(
z3z5 − z
2
4
4
)3
2. L'algèbre L est abélienne
En lassiant les triplets de matries (5, 5) qui ommutent on se ramène à
étudier les sept as qui suivent :
(i) L˜ est diagonale,
ou bien L˜ est engendrée par les hamps du type suivant
(ii) κz1
∂
∂z0
+ z2
∂
∂z2
, ξz1
∂
∂z0
+ z3
∂
∂z3
, z1
∂
∂z0
+ z4
∂
∂z4
et R.
(iii) κz1
∂
∂z0
+ z2
∂
∂z2
+ z3
∂
∂z3
, z1
∂
∂z0
+ z4
∂
∂z4
, z1
∂
∂z0
+ z3
∂
∂z2
et R
(iv) κz1
∂
∂z0
+ z3
∂
∂z2
+ z4
∂
∂z3
, z1
∂
∂z0
+ z4
∂
∂z2
, (z0 + ξz1)
∂
∂z0
+ z1
∂
∂z1
et R.
(v) z1
∂
∂z1
+ z4
∂
∂z2
, κz1
∂
∂z1
+ z3
∂
∂z2
+ z4
∂
∂z3
, ξz0
∂
∂z0
+ z1
∂
∂z1
et R.
(vi) κz0
∂
∂z0
+ (z2 + ξz4)
∂
∂z1
+ z3
∂
∂z2
+ z4
∂
∂z3
, βz0
∂
∂z0
+ (z3 + δz4)
∂
∂z2
,
z0
∂
∂z0
+ z4
∂
∂z1
et R.
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(vii) (z1 + κz4)
∂
∂z0
+ z2
∂
∂z1
+ z3
∂
∂z2
+ z4
∂
∂z3
, (z2 + ξz4)
∂
∂z0
+ z3
∂
∂z2
+ z4
∂
∂z3
,
(z3 + βz4)
∂
∂z0
+ z4
∂
∂z1
et R.
Remarque. On a éliminé les algèbres qui donnent des feuilletages de degré
stritement inférieur à 3.
Examinons es possibilités au as par as :
(i) Commençons par traiter le as où L˜ est diagonale ; une base de L˜ est
X =
4∑
k=0
κkzk
∂
∂zk
, Y =
4∑
k=0
µkzk
∂
∂zk
, Z =
4∑
k=0
νkzk
∂
∂zk
et R
Le feuilletage F est dérit par
z0z1z2z3z4
4∑
k=0
ξk
dzk
zk
ave
4∑
k=0
κkξk =
4∑
k=0
µkξk =
4∑
k=0
νkξk =
4∑
k=0
ξk = 0.
(ii) Cas où L˜ est engendrée par les hamps
κz1
∂
∂z0
+ z2
∂
∂z2
, ξz1
∂
∂z0
+ z3
∂
∂z3
, z1
∂
∂z0
+ z4
∂
∂z4
et R.
La 1-forme annulée par es quatre hamps s'érit à multipliation
près dans la arte ane z1 = 1
dz0 − κdz2
z2
− ξ dz3
z3
− dz4
z4
Le L -feuilletage dérit par ette 1-forme a pour intégrale première
zκ+ξ+11
zκ2 z
ξ
3z4
exp
(
z0
z1
)
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(iii) Cas où L˜ est engendrée par les hamps
κz1
∂
∂z0
+ z2
∂
∂z2
+ z3
∂
∂z3
, z1
∂
∂z0
+ z4
∂
∂z4
, z1
∂
∂z0
+ z3
∂
∂z2
et R.
La 1-forme annulée par es hamps s'érit à multipliation près dans
la arte ane z1 = 1
−dz0 + d(z2
z3
) + κ
dz3
z3
+
dz4
z4
Le feuilletage assoié à L admet don pour intégrale première
zκ3 z4
z1+κ1
exp
(
z1z2 − z0z3
z1z3
)
(iv) Cas où L˜ est engendrée par les hamps
κz1
∂
∂z0
+ z3
∂
∂z2
+ z4
∂
∂z3
, z1
∂
∂z0
+ z4
∂
∂z2
, (z0 + ξz1)
∂
∂z0
+ z1
∂
∂z1
et R.
La 1-forme annulée par es quatre hamps s'érit à multipliation
près dans la arte ane z4 = 1
d
(
z0
z1
)
− ξ dz1
z1
+ d(−z2 + z
2
3
2
− κz3)
Le L -feuilletage dérit par ette 1-forme a pour intégrale première
z0z
2
4 − z1z2z4 − κz1z3z4 + z1z
2
3
2
z1z
2
4
si ξ = 0, (
z1
z4
)ξ
exp
(
z0z
2
4 − z1z2z4 − κz1z3z4 + z1z
2
3
2
z1z24
)
sinon. A onjugaison près on obtient :
z0z
2
4 − z1z2z4 + z1z23
z1z24
si ξ = 0, (
z1
z4
)ξ
exp
(
z0z
2
4 − z1z2z4 + z1z23
z1z
2
4
)
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sinon.
(v) Cas où l'algèbre L˜ est engendrée par les hamps
z1
∂
∂z1
+ z4
∂
∂z2
, κz1
∂
∂z1
+ z3
∂
∂z2
+ z4
∂
∂z3
, ξz0
∂
∂z0
+ z1
∂
∂z1
et R.
La 1-forme ω annulant es quatre hamps s'érit à multipliation près
dans la arte ane z4 = 1
−dz0
z0
+ ξ
dz1
z1
− ξdz2 + ξ(z3 − κ)dz3
Le feuilletage assoié à l'algèbre L admet pour intégrale première
zξ1z
1−ξ
4
z0
exp
(
ξ(z23 − 2κz3z4 − 2z2z4)
2z24
)
soit à onjugaison près
zξ1z
1−ξ
4
z0
exp
(
z23 − z2z4
z24
)
(vi) Cas où l'algèbre L˜ est engendrée par les hamps
κz0
∂
∂z0
+ z2
∂
∂z1
+ z3
∂
∂z2
+ z4
∂
∂z3
, βz0
∂
∂z0
+ (z3 + δz4)
∂
∂z1
+ z4
∂
∂z2
,
z0
∂
∂z0
+ z4
∂
∂z1
et R.
La 1-forme ω annulée par es quatre hamps s'érit à multipliation près
dans la arte ane z4 = 1
dz0
z0
+ d
(
−z1 + z2z3 + (δ − β)z2 − κz3 + β − δ
2
z23 −
z33
3
)
Le feuilletage assoié admet pour intégrale première
z0
z4
exp
(
−z1z24 + z2z3z4 + (δ − β)z2z24 − κz3z24 − z
3
3
3
+ β−δ
2
z23z4
z34
)
que l'on peut onjuguer à
z0
z4
exp
(
z1z
2
4 + z2z3z4 + z
3
3
z34
)
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(vii) Cas où L˜ est engendrée par les hamps
(z1 + κz4)
∂
∂z0
+ z2
∂
∂z1
+ z3
∂
∂z2
+ z4
∂
∂z3
, (z2 + ξz4)
∂
∂z0
+ z3
∂
∂z1
+ z4
∂
∂z2
,
(z3 + βz4)
∂
∂z0
+ z4
∂
∂z1
et R.
La 1-forme ω qui annule es hamps s'érit à multipliation près dans la
arte ane z4 = 1
d
(
z0 − z1z3 − βz1 − ξz2 + βz2z3 − z
2
2
2
+ z2z
2
3 − κz3 −
z43
4
− β
3
z33 +
ξ
2
z23
)
Le feuilletage dérit par ette 1-forme admet pour intégrale première
(z0 − βz1 − ξz2 − κz3)z34 + ( ξ2z3 − z1 + βz2)z3z24 − z
2
2z
2
4
2
− z43
4
+ (z2 − β3 z3)z23z4
z44
que l'on peut onjuguer à
z0z
3
4 + z1z3z
2
4 − z
2
2z
2
4
2
− z43
4
+ z2z
2
3z4
z44
Le théorème suivant résume l'analyse préédente ; elle a été faite direte-
ment sans utiliser Maple.
Théorème 6.2. Soit F un L -feuilletage de degré 3 sur CP(4). Si L est
abélienne, alors le feuilletage F admet à onjugaison près l'une des intégrales
premières suivantes :
zκ00 z
κ1
1 z
κ2
2 z
κ3
3 z
κ4
4
4∑
j=0
κj = 0
zκ+ξ+11
zκ2 z
ξ
3z4
exp
(
z0
z1
)
zκ3 z4
z1+κ1
exp
(
z1z2 − z0z3
z1z3
)
z0z
2
4 − z1z2z4 + z1z23
z1z
2
4(
z1
z4
)ξ
exp
(
z0z
2
4 − z1z2z4 + z1z23
z1z
2
4
)
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zξ1z
1−ξ
4
z0
exp
(
z23 − z2z4
z24
)
z0
z4
exp
(
z1z
2
4 + z2z3z4 − z33
z34
)
z0z
3
4 + z1z3z
2
4 − z
2
2z
2
4
2
− z43
4
+ z2z
2
3z4
z44
Les κi, κ et ξ sont des nombres omplexes.
3. L'algèbre L = Lα a pour présentation
{[X, Y ] = Y, [X,Z] = αZ, [Y, Z] = 0}, α 6= 0.
On remarque que si l'on hange X en X
α
on a
[
X
α
, Y ] =
Y
α
, [Y, Z] = 0, [
X
α
,Z] = Z
On obtient ave X ′ = X
α
, Y ′ = Z et Z ′ = Y
[X ′, Y ′] = Y ′, [Y ′, Z ′] = 0, [X ′, Z ′] =
Z ′
α
Par suite l'algèbre L est indiéremment déterminée par α ou 1
α
que l'on note
α˜ (i.e. on note α˜ = 2˜ pour α = 2 ou α = 1
2
).
L'algèbre CY ⊕CZ est sous-algèbre abélienne de L qui est résoluble. La
présentation entraîne que Y et Z sont nilpotents ; on peut don hoisir une
base dans laquelle Y s'érit
N2,1 =


0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , N2,2 =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ,
N3,1 =


0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , N3,2 =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ,
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N4 =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0


suivant son ordre de nilpotene et son rang (on rappelle que si Y est de rang
1, le degré du feuilletage hute et en fait le feuilletage est un pull-bak) ; on
herhe alors la forme de la matrie Z : soit C (Ni) le ommutateur de Ni
C (Ni,j) = {M ∈ M (5,C), MNi,j −Ni,jM = 0}
Un alul fastidieux mais sans diulté donne la desription des algèbres de
Lie C (Ni,j) :
C (N2,1) =




a b c δ e
f g h i j
0 0 k ℓ m
0 0 0 a b
0 0 0 f g




C (N2,2) =




a b c δ e
0 a b 0 0
0 0 a 0 0
0 0 f g h
0 0 i j k




C (N3,1) =




a c e g i
0 b δ f h
0 0 a c e
0 0 0 b δ
0 0 0 0 a




C (N3,2) =




a b c δ e
0 a b c 0
0 0 a b 0
0 0 0 a 0
0 0 0 f g




C (N4) =




a b c δ e
0 a b c δ
0 0 a b c
0 0 0 a b
0 0 0 0 a




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Comme Z est nilpotente, Z appartient suivant l'ordre de nilpotene et le
rang de Y à l'un des espaes suivants
C ′(N2,1) =




a b c δ e
f −a h i j
0 0 0 ℓ m
0 0 0 a b
0 0 0 f −a

 , a2 + bf = 0


C ′(N2,2) =




0 b c δ e
0 0 b 0 0
0 0 0 0 0
0 0 f g h
0 0 i j −g

 , g2 + jh = 0


C ′(N3,1) =




0 c e g i
0 0 δ f h
0 0 0 c e
0 0 0 0 δ
0 0 0 0 0




C ′(N3,2) =




0 b c δ e
0 0 b c 0
0 0 0 b 0
0 0 0 0 0
0 0 0 f 0




C ′(N4) =




0 b c δ e
0 0 b c δ
0 0 0 b c
0 0 0 0 b
0 0 0 0 0




Soit E ∈ M (n,C) un sous-espae vetoriel de M (n,C) ; on note r(E) ∈ N
le rang générique des éléments de E :
r(E) = max{rgM, M ∈ E}
et E(M,Ni,j) l'espae vetoriel engendré par M et Ni,j . Soit M ∈ C ′(Ni,j) tel
que dimE(M,Ni,j) = 2. On introduit la sous-variété algébrique
Fi =
⋃
j
{M ∈ C ′(Ni,j), r(E(M,Ni,j)) = i}
les ensembles
Gi,j = {M ∈ C ′(Ni,j), r(E(M,Ni,j)) ≤ i}
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et la propriété P :
P(a, b, c, δ, e, f, g, i, j, k, ℓ)⇔ a = b = c = f = g = 0 ou


ak = −fℓ
δℓk = −ℓ2i+ ℓjk + ek2
ck = −gℓ
bk2 = −fℓ2
Le lemme suivant donne la desription des Fi ; sa preuve utilise uniquement
des arguments standards de mineurs.
Lemme 6.3. On a
G2,1 =




a b c δ e
f −a h i j
0 0 0 ℓ m
0 0 0 a b
0 0 0 f −a

 , P(a, b, c, δ, e, f, h, i, j, ℓ,m)


G2,2 =




0 b c δ e
0 0 b 0 0
0 0 0 0 0
0 0 f 0 0
0 0 i 0 0




G3,1 =




0 c e g i
0 0 δ f h
0 0 0 c e
0 0 0 0 δ
0 0 0 0 0

 , cδ = 0


G3,2 =




0 0 c δ 0
0 0 0 c 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0




G4 =




0 b c δ e
0 0 b c δ
0 0 0 b c
0 0 0 0 b
0 0 0 0 0




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Remarque. Si l'on note Gi =
⋃
j
Gi,j, on obtient à partir de la desription
des Gij elle des Fi :
F2 = G2, F3 = G3 \G2, F4 = G4 \ (G2 ∪G3)
Démonstration. Commençons par dérire l'ensemble G2,1 ; l'annulation
pour tout réel t des mineurs (3, 3) de la matrie

a b c δ + t e
f −a h i j + t
0 0 0 ℓ m
0 0 0 a b
0 0 0 f −a


est réalisée si et seulement si l'une des onditions suivantes est satisfaite :{
a = f = b = c = h = 0
bℓ2 = −fm2, aℓ = −fm, δmℓ = −m2i+mjℓ+ eℓ2, cℓ = −hm
Pour l'ensemble G2,2, les mineurs (3, 3) de la matrie

0 b+ t c δ e
0 0 b+ t 0 0
0 0 0 0 0
0 0 f g h
0 0 i j −g


sont nuls pour tout réel t si et seulement si g = h = j = 0.
On dérit maintenant G3,1 ; la matrie

0 c e+ t g i
0 0 δ f + t h
0 0 0 c e+ t
0 0 0 0 δ
0 0 0 0 0


est de rang inférieur ou égal à 3 si et seulement si cδ = 0.
Passons à la desription de G3,2 ; l'annulation pour tout réel t des mineurs
(4, 4) de la matrie 

0 b+ t c δ e
0 0 b+ t c 0
0 0 0 b+ t 0
0 0 0 0 0
0 0 0 f 0


est réalisée si et seulement si b = e = f = 0.
Pour G4, il n'y a rien à faire. 
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On aborde maintenant la lassiation des L -feuilletages assoiés aux al-
gèbres Lα.
On se permettra d'eetuer ertaines ombinaisons linéaires dites permises
qui vont hanger L ′ tout en gardant la même struture d'algèbre : par exemple,
les algèbres < X, Y, Z > et < X + κR, Y, Z > sont distintes mais isomorphes
et tangentes au même feuilletage.
3.1. Cas où les matries Y , Z ∈ F4. C'est le as où Y s'érit

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0


et où Z est de la forme 

0 b c δ e
0 0 b c δ
0 0 0 b c
0 0 0 0 b
0 0 0 0 0


Pour des raisons tehniques de alul, on herhe X ∈ χ(CP(4)), λ, µ, β,
ε ∈ C et Z du type préédent satisfaisant
[X, Y ] = λY + µZ, [X,Z] = βY + εZ
La raison est qu'un élément générique de [Lα,Lα] peut être de rang 4 alors que
les Y et Z de la présentation préédente peuvent ne pas l'être. Les équations
traitées sont quadratiques et il n'est pas étonnant qu'arrivent plusieurs as ; ils
orrespondent aux diérentes omposantes irrédutibles des ensembles dérits
par es équations. On n'a retenu que les solutions donnant des feuilletages de
degré trois, ertaines donnant des feuilletages de degré plus bas ; es solutions
éliminées interviennent dans la lassiation des feuilletages de degré inférieur
à trois.
Etudions les feuilletages assoiés aux solutions données par Maple. Nous
présentons les aluls typiques et mentionnons par quelles tehniques se trait-
ent les autres as.
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3.1.1. Les hampsX et Z s'érivent respetivement à ombinaisons linéaires
permises près
X = (bz1 + cz2 + δz3 + ez4)
∂
∂z0
+ (κz1 + bz2 + cz3 + δz4)
∂
∂z1
+(2κz2 + bz3 + cz4)
∂
∂z2
+ (3κz3 + bz4)
∂
∂z3
+ 4κz4
∂
∂z4
,
Z = z2
∂
∂z0
+ z3
∂
∂z1
+ z4
∂
∂z2
Dans e as (
λ µ
β ε
)
=
(
κ 0
−bκ 2κ
)
Cei implique que κ 6= 0 ; par suite on peut supposer que κ = 1. On
note que α˜ = 2˜.
Quitte à faire des ombinaisons linéaires permises, le hamp X s'érit
(−4z0 + δz3 + ez4) ∂
∂z0
+ (−3z1 + δz4) ∂
∂z1
− 2z2 ∂
∂z2
− z3 ∂
∂z3
Les hyperplans z4 = te sont alors invariants par les trois hamps qui
engendrent don le feuilletage restreint à la arte ane z4 = 1. Dans
ette arte ane, on a :
X˜ = X|z4=1 = (−4z0 + δz3 + e)
∂
∂z0
+ (−3z1 + δ) ∂
∂z1
− 2z2 ∂
∂z2
− z3 ∂
∂z3
Y˜ = Y|z4=1 = z1
∂
∂z0
+ z2
∂
∂z1
+ z3
∂
∂z2
+
∂
∂z3
Z˜ = Z|z4=1 = z2
∂
∂z0
+ z3
∂
∂z1
+
∂
∂z2
Les hamps Y˜ et Z˜ ont une  partie onstante  don ne s'annulent pas
et ommutent ; nous allons essayer de les redresser par un automorphisme
polynomial. Le ot de Y˜ est
ϕ(z; t) = (z0 + z1t+ z2
t2
2
+ z3
t3
6
+
t4
24
, z1 + z2t+ z3
t2
2
+
t3
6
, z2 + z3t+
t2
2
, z3+ t)
et elui de Z˜
ψ : (z; s) 7→ (z0 + z2s+ s
2
2
, z1 + z3s, z2 + s, z3)
On dénit maintenant le diéomorphisme
H(z0, z1, z2, z3) = ϕ(ψ(z0, z1, 0, 0; z2); z3)
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qui est donné par
(z0 +
z22
2
+ z1z3 +
z2z
2
3
2
+
z43
24
, z1 + z2z3 +
z33
6
, z2 +
z23
2
, z3)
Par onstrution H onjugue ∂
∂z3
à Y˜ et ∂
∂z2
à Z˜.
On note F˜ le feuilletage assoié à l'algèbre engendrée par les hamps
X˜ , Y˜ et Z˜ ; soit Ω˜ une 1-forme qui dénit F˜ . Le feuilletage F ′ = H∗F˜
est dérit par une 1-forme Ω′ qui annule les hamps H−1∗ Y˜ =
∂
∂z3
et
H−1∗ Z˜ =
∂
∂z2
. Elle s'érit don du fait de l'intégrabilité
Ω′ = A′(z0, z1)dz0 +B
′(z0, z1)dz1
Le diéomorphisme H laisse le plan z2 = z3 = 0 invariant point par
point, don Ω′ = te ι∗Ω˜ où
ι : (z0, z1) 7→ (z0, z1, 0, 0)
et Ω′ dénit F˜|z2=z3=0. On onstate que le hamp
X˜|z2=z3=0 = (−4z0 + e)
∂
∂z0
+ (−3z1 + δ) ∂
∂z1
dérit le feuilletage en restrition au 2-plan z2 = z3 = 0. On déduit une
intégrale première de F˜|z2=z3=0 :
(z0 − e4)3
(z1 − δ3)4
qui donne après omposition ave H−1 et homogénéisation(
z0z
3
4 − z
2
2z
2
4
2
− z1z3z24 + z2z23z4 − z
4
3
4
− e
4
z44
)3
(
z1z24 − z2z3z4 + z
3
3
3
− δ
3
z34
)4
à onjugaison près s'érit(
z0z
3
4 − z
2
2
z2
4
2
− z3z24 + z2z23z4 − z
4
3
4
)3
(
z1z
2
4 − z2z3z4 + z
3
3
3
)4
A posteriori, on onstate que e as s'obtient à partir de 3.1.3. en faisant
κ = 0.
3.1.2. Les hamps X et Z sont à ombinaisons linéaires permises près
(Maple)
X = (ξ1z1 + ξ2z2 + ξ3z3 + ξ4z4)
∂
∂z0
+ 4(bη + ς)z4
∂
∂z4
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+ ((bη + ς)z1 + ξ1z2 + (ξ2 + ηδ)z3 + z4)
∂
∂z1
+ (2(bη + ς)z2 + ξ1z3 + (ξ2 + 2ηδ)z4)
∂
∂z2
+ (3(bη + ς)z3 + ξ1z4)
∂
∂z3
,
Z = (bz1 + δz3)
∂
∂z0
+ (bz2 + δz4)
∂
∂z1
+ bz3
∂
∂z2
+ bz4
∂
∂z3
et (
λ µ
β ε
)
=
(
ς η
−b(3bη + 2ς) 4ηb+ 3ς
)
Les valeurs propres de ette matrie sont 3(ς + bη) et ς + bη don
α˜ = 3˜. On remarque que ς + bη est non nul.
On note que si δ = 0, la dimension pontuelle de L est deux. Quitte
à hanger Z en 1
δ
(Z − bY ), le hamp Z s'érit
z3
∂
∂z0
+ z4
∂
∂z1
A ombinaisons linéaires et onjugaison près, on a
X = (−4(bη + ς)z0 + ξ4z4) ∂
∂z0
+ (−3(bη + ς)z1 + ηδz3) ∂
∂z1
+(−2(bη + ς)z2 + 2µδz4) ∂
∂z2
− (bη + ς)z3 ∂
∂z3
On traite e as de la même manière qu'en 3.1.1 et une intégrale première
de F est à onjugaison près(
z2z4 − z
2
3
2
− κz24
)2
(
2(bη + ς)(z1z3z24 +
z2z
2
3
z4
2
− z43
8
)
)
+ z0z34
ave
κ =
2ηδ
2(bη + ς)
On peut en fait onjuguer la fontion rationnelle préédente à
(z2z4 − z23)2
z1z3z
2
4 + z2z
2
3z4 − z43 + z0z34
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3.1.3. A ombinaisons linéaires près on a suivant Maple :
X = (ξ1z1 + ξ2z2 + ξ3z3 + ξ4z4)
∂
∂z0
− 8ςc
2
δ
z4
∂
∂z4
+
(
−2ςc
2
δ
z1 + (ξ1 + ςc)z2 + (ξ2 + ςδ)z3 +
4ξ3c+ 5ςδ
2
4c
z4
)
∂
∂z1
+
(
−4ςc
2
δ
z2 + (ξ1 + 2ςc)z3 + (ξ2 + 2ςδ)z4
)
∂
∂z2
+
(
−6ςc
2
δ
z3 + (ξ1 + 3ςc)z4
)
∂
∂z3
,
Z = (bz1 + cz2 + δz3 +
5δ2
4c
z4)
∂
∂z0
+ (bz2 + cz3 + δz4)
∂
∂z1
+(bz3 + cz4)
∂
∂z2
+ bz4
∂
∂z3
et (
λ µ
β ε
)
=
(
− ς(δb+2c2)
δ
ς
− bς(δb−2c2)
δ
ς(δb−4c2)
δ
)
On remarque que c, ς, δ 6= 0 et que α˜ = 2˜.
Notons
κ =
δ
c
, ξ′4 =
κ
ςc
(ξ4 − 5ξ2κ2) et ξ′3 =
κ
ςc
(ξ3 − ξ2κ)
Quitte à faire des ombinaisons linéaires de Z ave Y , le hamp Z s'érit
(z2 + κz3 +
5
4
κ2z4)
∂
∂z0
+ (z3 + κz4)
∂
∂z1
+ z4
∂
∂z2
De même à ombinaisons linéaires permises près on a
X = (8z0 + ξ
′
3z3 + ξ
′
4z4)
∂
∂z0
+ (6z1 + κz2 + κ
2z3 + (ξ
′
3 +
5
4
κ3)z4)
∂
∂z1
+(4z2 + 2κz3 + 2κ
2z4)
∂
∂z2
+ (2z3 + 3κz4)
∂
∂z3
On trouve que F admet omme intégrale première(
(z1 − κz2)z24 + (κz
2
3
2
− z2z3)z4 + z
3
3
3
+ (
ξ′
3
6
− κ3
8
)z34
)4
(
(2z0 +
κ2
2
z2 − 3κz1)z34 + ((3κz2 − 2z1)z3 − κ24 z23 − z22)z24 + (2z2z23 − κz33)z4 − z
4
3
2
− ηz44
)3
ave
η =
3κξ′3
8
+
11κ4
32
+
ξ′4
4
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soit à onjugaison près(
z1z
2
4 − z2z3z4 + z
3
3
3
)4
(
z0z34 − (2z1z3 + z22)z24 − z
4
3
2
)3
Remarques. 1. Ce feuilletage, ainsi que elui produit en 3.1.1, n'appar-
tient pas aux omposantes onnues de l'espae des feuilletages de degré 3 sur
CP(4) ; 'est un andidat à être un feuilletage  exeptionnel .
2. Une dégénéresene de e as orrespond à δ = 0 (multiplier les on-
stantes par δ et annuler δ). On obtient l'algèbre engendrée par les hamps
R, X = 4z0
∂
∂z0
+ 3z1
∂
∂z1
+ 2z2
∂
∂z2
+ z3
∂
∂z3
Y = z1
∂
∂z0
+ z2
∂
∂z1
+ z3
∂
∂z2
+ z4
∂
∂z3
, Z = z2
∂
∂z0
+ z3
∂
∂z1
+ z4
∂
∂z2
qui orrespond en fait au as κ = 0, i.e. 3.1.1.
La dégénéresene ς = 0 produit α = 0 et n'est don pas à onsidérer ii.
3. On onstate que lorsque le rang générique de < Y,Z > est maximal
l'invariant α˜ est disret et vaut 2˜ ou 3˜.
3.2. Les matries Y , Z ∈ F3. Comme préédemment on herhe X dans
χ(CP(4)), λ, µ, β, ε ∈ C satisfaisant
[X, Y ] = λY + µZ et [X,Z] = βY + εZ
Grâe à Maple, on obtient les sept solutions suivantes que l'on étudie au as
par as. On n'a retenu que les solutions donnant des feuilletages de degré 3.
3.2.1. Les hamps X , Y et Z s'érivent respetivement à ombinaisons
linéaires permises près
X =
(
−1
2
σz0 + ξ1z1 + ξ2z2 + ξ3z3 + ξ4z4
)
∂
∂z0
+
(
−1
2
iσ + 2k(gζ − ξ1)
g
z2 + ξ8z3 + ξ9z4
)
∂
∂z1
+
(
1
2
σz2 + (ξ1 + ζg)z3 + (ξ2 + ζi)z4
)
∂
∂z2
+
(
σz3 − 1
2
iσ − 2ξ1k
g
z4
)
∂
∂z3
+
3
2
σz4
∂
∂z4
,
Y = z2
∂
∂z0
+ z3
∂
∂z1
+ z4
∂
∂z2
,
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Z = (gz3 + iz4)
∂
∂z0
+ kz4
∂
∂z1
, k 6= 0
et (
λ µ
β ε
)
=
(
σ ζ
0 3σ
2
)
On note que α˜ = 3˜
2
.
Le feuilletage assoié à l'algèbre engendrée par les hamps X , Y , Z
et R admet pour intégrale première
z4
(
( g
k
(z2 − z1)z3 − z
2
2
2
− κz23 + ikz2z3)z4 + (z0 − ikz1 − ηz3)z24 − 2Cz33 + νz34
)
(
z3 +
ξ′
1
σ
z4
)4
où
ξ′1 =
iσ − 2ξ1k
g
, ξ′2 =
(ξ2 − ξ8 + ζi)i− ξ9g
k
+ ξ3,
ξ′3 = i
ξ1 + 2ζg
k
+
(ξ2 − ξ8)g
k
, ξ′4 =
g(ξ1 + ζg)
k
et ξ′5 = ξ4 −
iξ9
k
A =
ξ′2
σ
− 2ξ
′
1ξ
′
3
σ2
+
3ξ
′2
1 ξ
′
4
σ3
, B =
ξ′3
σ
− 3ξ
′
4ξ
′
1
σ2
, C =
ξ′4
σ
,
ξ′′1 =
ξ′5
σ
− ξ
′
2ξ
′
1
σ2
+
ξ
′2
1 ξ
′
3
σ3
− ξ
′3
1 ξ
′
4
σ4
, κ = B +
6Cξ′1
σ
,
η =
2A
3
+
2ξ′1B
σ
+
6Cξ
′2
1
σ2
et ν = −ξ
′′
1
2
− Bξ
′2
1
σ2
− 2C ξ1
′3
σ3
− 2Aξ
′
1
3σ
ou enore à onjugaison près
z4(z0z
2
4 + z1z3z4 + z
2
2z4 + az
3
3)
z43
où a ∈ {0, 1}.
Remarque. Dans la arte ane z3 = 1, le feuilletage admet pour
intégrale première à onjugaison près
z4(z0z
2
4 + z1z4 + z
2
2z4 + a)
Il produit don un polynme de degré quatre sur C
4
dénissant un L -
feuilletage.
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3.2.2. Les hamps X , Y et Z sont à ombinaisons linéaires permises près
X =
(
(e− f)(ξ7 + κk)
k
z0 + ξ3z3 + ξ4z4
)
∂
∂z0
+ (ξ7z2 + (ξ8 − ξ2)z3 + ξ9z4) ∂
∂z1
+
(
(e− f)ξ7
k
z2 + κiz4
)
∂
∂z2
+ (2κ(f − e)z3 + (ξ7 + κk)z4) ∂
∂z3
+
(f − e)(κk − ξ7)
k
z4
∂
∂z4
,
Y = z2
∂
∂z0
+ z3
∂
∂z1
+ z4
∂
∂z2
,
Z = iz4
∂
∂z0
+ ((f − e)z3 + kz4) ∂
∂z1
i 6= 0, k 6= 0
et (
λ µ
β ε
)
=
(
κ(f − 2e) κ
−efκ κ(2f − e)
)
Les valeurs propres de ette matrie sont κ(f − e) et 2κ(f − e) don
α˜ = 2˜.
On montre que le feuilletage assoié à l'algèbre engendrée par les
hamps X , Y , Z et R admet pour intégrale première
z
3ξ′5−ξ
′
1
4
(
z3 +
ξ′
6
ξ′
5
z4
)ξ′
1
(
z1z24 − z2z3z4 + (f−e2i z3 − k2iz4)(z22 − 2z0z4)− (A+ 2B
ξ′
6
ξ′
5
)z3z24 − Bz23z4 − νz34
)ξ′
5
ave
ξ′1 =
(f − e)(ξ7 − kκ)
k
, ξ′5 =
(κk + ξ7)(f − e)
k
, ξ′6 = ξ7 + κk,
A =
ξ′2ξ
′
5 − 2ξ′3ξ′6
ξ′5(ξ
′
5 − ξ′1)
, B =
ξ′3
2ξ′5 − ξ′1
et
ν = −ξ
′
2ξ
′
6
ξ′1ξ
′
5
+
ξ′3ξ
′2
6
ξ′1ξ
′2
5
+
ξ′4
ξ′1
−Aξ
′
6
ξ′5
−Bξ
′2
6
ξ
′2
5
Cette intégrale première est onjuguée à :
z
3ξ′
5
−ξ′
1
4 z
ξ′
1
3
(z1z24 + z2z3z4 + z
2
2z3 + z
2
0z4)
ξ′
5
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3.2.3. A ombinaisons linéaires permises près on a
X = ((−νz0 + ξ3z3 + ξ4z4) ∂
∂z0
+ (ξ8z3 + ξ9z4)
∂
∂z1
+((−ν − δ)z2 + ςiz4) ∂
∂z2
− 2δz3 ∂
∂z3
+ (−ν − 2δ)z4 ∂
∂z4
,
Y = z2
∂
∂z0
+ z3
∂
∂z1
+ z4
∂
∂z2
,
Z = iz4
∂
∂z0
+ (f − e)z3 ∂
∂z1
i 6= 0, f − e 6= 0
où δ = ς(e− f) et(
λ µ
β ε
)
=
(
ς(−2e + f) ς
−eςf ς(2f − e)
)
On note que α˜ = 2˜.
Posons
η = ξ8 − ξ2 − ςi− ξ4
i
(f − e)
et
κ =
ξ3(e− f)
i
Si ν + 2δ = 0, le feuilletage assoié à l'algèbre engendrée par les
hamps X , Y , Z et R admet pour intégrale première(
z3
z4
)ξ9
exp
(
ηz3z
2
4 +
κ
2
z23z4 − ν(z1z24 − z2z3z4 − f−ei z0z3z4 + (f−e)2i z22z3)
z34
)
'est-à-dire à onjugaison près(
z3
z4
)ξ9
exp
(
z1z
2
4 + z0z3z4 + z
2
2z3
z34
)
Si 2δ + ν 6= 0 et 2δ − ν 6= 0, alors le feuilletage admet pour intégrale
première
z2δ+ν3 z
2(ν−δ)
4(
z1z24 − z2z3z4 − f−ei z0z3z4 + f−e2i z22z3 + η2δz3z24 − κ2δ−ν z23z4 + ξ92δ+ν z34
)ν
i.e. à onjugaison près
z2δ+ν3 z
2(ν−δ)
4
(z1z24 + z0z3z4 + z
2
2z3)
ν
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Finalement si 2δ + ν 6= 0 et ν = 2δ, l'intégrale première s'érit(
z3
z4
)β
exp
(
2δ(z1z
2
4 − z2z3z4 − f−ei z0z3z4 + f−e2i z22z3)
z23z4
)
ou enore à onjugaison près(
z3
z4
) β
2δ
exp
(
z1z
2
4 + z0z3z4 + z
2
2z3
z23z4
)
3.2.4. Les hamps X , Y et Z s'érivent à ombinaisons linéaires près
X =
(
2ς(f − e)z0 − 2ςgz1 + ςi(2e− f) + g(ξ7 + 3ςk) + iη
δ
z3 + ξ4z4
)
∂
∂z0
+
(
−2ςδz0 + ξ7z2 + (ξ8 + 3ςiδ + ξ7(f − e) + ςk(2f − e) + kη − ξ8δ
δ
)z3 + ξ9z4
)
∂
∂z1
+((η + ς(2f − e))z2 − ςgz3 + ςiz4) ∂
∂z2
+(−ςδz2 + (η + ςf)z3 + (ξ7 + ςk)z4) ∂
∂z3
+ 2(ςf + η)z4
∂
∂z4
,
Y = z2
∂
∂z0
+ z3
∂
∂z1
+ z4
∂
∂z2
,
Z = (gz3 + iz4)
∂
∂z0
+ (δz2 + (f − e)z3 + kz4) ∂
∂z1
+ δz4
∂
∂z3
On traite e as omme d'habitude en trivialisant deux hamps tangents
dans la arte ane z4 = 1. Suivant les valeurs du paramètre, on trouve
les intégrales premières suivantes :
(P − γ+Q)ϑ+(P − γ−Q)ϑ−
z24
si e2 + δg 6= 0, (
P − e
2δ
Q
z24
)ςδ
exp
(
ζP
P − e
2δ
Q
)
sinon. Les polynmes P et Q sont dénis par :
P (z0, z1, z2, z3, z4) = z0z4 − gz
2
3
2δ
− iz3z4
δ
− z
2
2
2
+ κ0z
2
4
Q(z0, z1, z2, z3, z4) = z1z4 − f − e
2δ
z23 −
k
δ
z3z4 − z2z3 − κ1z24
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et
κ0 =
(2ςiςk)η
2δ(ς2gδ − ςeη − η2) , ζ = −
2δ
e
(ςe
2
+ η
)
κ1 =
(δςξ4 + 2f(ςe+ η))δς − ξ9δ(η + eς) + (ξ7 + ςk)(eςk − iδς + ηk)
2(ς2gδ − ςeη − η2)δ
γ± =
e±√(e2 + 4δg)
2δ
et ϑ± =
1
2
(
1± 2η + eς√
ς2(e2 + 4gδ)
)
Ce qui donne à onjugaison près
(
(z0 − γ+z1)z4 + γ+(f−e)−g2δ z23 − z
2
2
2
+ γ+z2z3
)ϑ+(
(z0 − γ−z1)z4 + γ−(f−e)−g2δ z23 − z
2
2
2
+ γ−z2z3
)ϑ−
z24
si e2 + δg 6= 0,
(z0 − z1)z4 + ez2z3 − z
2
2
2
+ υz23
z24
exp

 ζ
(
z0z4 − 2gδz23 − z
2
2
2
)
(z0 − z1)z4 + ez2z3 − z
2
2
2
+ υz23


ave
υ = e(f − e)− 2gδ
sinon. On peut éventuellement simplier enore es expressions ; mais il
faut tenir ompte de l'annulation ou non de ertains paramètres. Nous
en laissons le soin au leteur.
3.2.5. Etudions le as suivant prédit par Maple :
Y = z2
∂
∂z0
+ z3
∂
∂z1
+ z4
∂
∂z2
Z = (z1 + gz3 + iz4)
∂
∂z0
+ (fz3 + kz4)
∂
∂z1
+ z3
∂
∂z2
Notons, et ei se onstate dans les artes z4 = 1 puis z3 = 1 que l'on
peut par onjugaison supposer que g = i = 0. Lorsqu'on demande à
Maple X, λ, µ, ε, β tels que [X, Y ] = λX + µY et [X,Z] = βX + εY il
donne
X = (ξ3z3 + ξ4z4)
∂
∂z0
+ ((ζ + δf)z1 + δkz2 + ξ1kz4)
∂
∂z1
+ (δz1 + ζz2)
∂
∂z2
+ (2(ζ + δf)z3 + 2δkz4)
∂
∂z3
+ (2δz3 + 2δz4)
∂
∂z4
et (
λ µ
β ε
)
=
(
ζ δ
δk δf + ζ
)
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matrie qui doit être inversible.
Les méthodes que nous avons appliquées jusqu'ii onduisent à des
aluls relativement pénibles. Nous allons essayer une autre méthode ;
supposons que l'on puisse trouver X ′ tel que par exemple [X,X ′] = 0
et tel que X ′ ne soit pas tangent au feuilletage. Alors X ′ est néessaire-
ment une symétrie ; e qui produit un fateur intégrant qui en prinipe
permet de aluler l'intégrale première. Cherhons par exemple, et ela
onviendra dans presque tous les as (δ 6= 0), X ′ sous la forme
(ξ′3z3 + ξ
′
4z4)
∂
∂z0
+ z1
∂
∂z1
+ z2
∂
∂z2
+ 2z3
∂
∂z3
+ 2z4
∂
∂z4
ei orrespondant aux hoix µ′ = 0 et λ′ = 1. Pour que [X,X ′] = 0 il
faut et il sut que l'on ait{
(ζ + δf)ξ′3 + δξ
′
4 = ξ3
δkξ′3 + ζξ
′
4 = ξ4
qui possède une solution unique puisque la matrie(
ζ δ
δk δf + ζ
)
est inversible. Dans le as où δ 6= 0 on vérie que X ′ n'est pas tangent
au feuilletage ; par ontre, lorsque δ = 0, le hamp X ′ est olinéaire à X .
La résolution expliite de ξ′3 et ξ
′
4 donne
ξ′3 =
ζξ3 − δξ4
ν
et ξ′4 =
−µkξ3 + (ζ + δf)ξ4
ν
ave
ν = ζ(ζ + δf)− δ2k
On proède alors au alul de
ω = iXiY iZiRdz0 ∧ dz1 ∧ dz2 ∧ dz3 ∧ dz4
1-forme qui dérit le feuilletage et de
P = ω(X ′) = iX′iXiY iZdz0 ∧ dz1 ∧ dz2 ∧ dz3 ∧ dz4
fateur intégrant de ette 1-forme. Si κ =
√
δ2f 2 + 4δ2k, on onstate que
les deux hyperplans
(δf + κ)z3 + 2δkz4 = 0
et
(δf − κ)z3 + 2δkz4 = 0
sont invariants par le feuilletage ar invariants par X et évidemment par
Y et Z. Le polynme P s'érit don à onstante multipliative près
((δf + κ)z3 + 2δkz4) ((δf − κ)z3 + 2δkz4)Q
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où
Q = −2ν(k + fz3 − z23)z0 − ν(fz3 + k)z22 + 2νz1z2z3
−νz21 − σz33 + (ς + fσ)z23 + (kσ − ςf)z3 − kς
ave
ς = ξ4ζ − δkξ3 + δξ4f et σ = δξ4 − ζξ3
Le polynme Q, obtenu à l'aide de Maple, est de degré 3 ; génériquement
sur les valeurs des paramètres il est irrédutible. Ainsi génériquement le
feuilletage assoié à l'algèbre engendrée par les hamps X , Y , R et Z
admet une intégrale première de la forme
((δf + κ)z3 + 2δkz4)
λ0 ((δf − κ)z3 + 2δkz4)λ1 Q˜λ2
où Q˜ est l'homogénéisé de Q ; on onstate que Q˜ vaut :
−2ν(kz24 + fz3z4 − z23)z0 − ν(fz3 + kz4)z22 + 2νz1z2z3
−νz21z4 − σz33 + (ς + fσ)z23z4 + (kσ − ςf)z3z24 − kςz34
Les λi se alulent à partir de
ω
ω(X′)
.
Pour les valeurs non génériques des paramètres où le polynme P
n'est pas réduit, on trouve des intégrales premières ontenant des expo-
nentielles.
Le polynme P s'érit δ2P˜ don s'annule pour δ = 0. Par ontre P˜ ne
s'annule pas pour δ = 0 et par suite est un fateur intégrant du feuilletage
orrespondant à δ = 0. On traite e as omme d'habitude suivant les
valeurs des paramètres ; il ne donne pas de phénomène nouveau.
3.2.6. A ombinaisons linéaires permises près on a
X = (−3ςz0 + ξ2z2 + ξ3z3 + ξ4z4) ∂
∂z0
+ (−2ςz1 + γcz2 + (ξ2 + γδ)z3) ∂
∂z1
+(−ςz2 + 2γcz3) ∂
∂z2
+ (ξ0z3 + (ξ1 − 3ς)z4) ∂
∂z4
,
Y = z1
∂
∂z0
+ z2
∂
∂z1
+ z3
∂
∂z2
,
Z = (z2 + δz3)
∂
∂z0
+ z3
∂
∂z1
et (
λ µ
β ε
)
=
(
ς − ςδ
2
0 2ς
)
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On note que ς 6= 0 et α˜ = 2.
Si ξ1 − 3ς 6= 0, le feuilletage assoié à l'algèbre engendrée par les
hamps X , Y , Z et R admet pour intégrale première
(z4 + κz3)
3ς
(
ξ1(z0z
2
3 + νz
3
3 + δ(
z22
2
− z1z3)z3 − z1z2z3 + 13z32)− ξ4(z4 + κz3)z23
)ξ1−3ς
z3ξ1−6ς3
ave
κ =
ξ0
ξ1 − 3ς et ν =
1
3ς
(ξ4κ + δ(ξ2 + µδ)− ξ3)
A onjugaison près on obtient
z3ς4 (z0z
2
3 + z1z2z3 + z
3
2)
ξ1−3ς
z3ξ1−6ς3
Si ξ1 = 0, alors le feuilletage est dérit par
(
z4
z3
) ξ4
3ς
exp
(
z0z
2
3 + δ(
1
2
z22z3 − z1z23)− z1z2z3 + 13z32
z23z4
)
ou enore à onjugaison près
(
z4
z3
) ξ4
3ς
exp
(
z0z
2
3 + z1z2z3 + z
3
2
z23z4
)
Pour ξ1 − 3ς = 0, on trouve omme intégrale première(
z0z
2
3 − δz1z23 + δ2z22z3 − z1z2z3 + 13z32 + ρz33 − ξ43ς z23z4
)
z33
exp
(
3ςz4
ξ0z3
)
ave
ρ =
1
3ς
(
δ(ξ2 + µδ)− ξ3 + ξ0ξ4
3ς
)
A onjugaison près elle est de la forme
z0z
2
3 + z1z2z3 + z
3
2
z33
exp
(
z4
z3
)
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3.3. Cas où les matries Y , Z ∈ F2. Maple nous a donné trois types
de hamps Z que l'on va examiner.
3.3.1. Le premier as est le suivant
Y =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 et Z =


0 b c δ e
0 0 b 0 0
0 0 0 0 0
0 0 f 0 0
0 0 i 0 0


Les hamps Z|z2=0 et Y|z2=0 sont olinéaires don le feuilletage assoié
à l'algèbre L ne peut être un L -feuilletage de degré 3 sur CP(4). En
fait, il onduit à un L -feuilletage quadratique.
3.3.2. Traitons le as où
Y =


0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 et Z =


0 0 0 δ e
0 0 0 i j
0 0 0 ℓ m
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


Si (ℓ,m) = (0, 0), alors le feuilletage assoié à l'algèbre L vient de
CP(2) don n'est pas de degré 3.
Soit
P =


1 ε 0 0 0
0 1 ε 0 0
0 0 1 ε 0
0 0 0 1 ε
0 0 0 0 1


alors
PZP−1 =


0 0 0 δ + εi ε(j − δ − εi) + e
0 0 0 i+ εℓ ε(m− εℓ− i) + j
0 0 0 ℓ m− εℓ
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


En partiulier si ℓ 6= 0, on peut, en posant ε = m
ℓ
, se ramener à
m = 0.
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Si ℓ = 0, alors m 6= 0 et i 6= 0 sinon le degré hute, et
PZP−1 =


0 0 0 δ + εi ε(j − δ − εi) + e
0 0 0 i ε(m− i) + j
0 0 0 0 m
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


Quitte à permuter z3 et z4, puis z0 et z1, on obtient
PZP−1 =


0 0 0 ε(m− i) + j i
0 0 0 ε(j − δ − εi) + e δ + εi
0 0 0 m 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


et
Y =


0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


i.e. on s'est ramené au as ℓ 6= 0 et m = 0.
Une fois Y et
Z = (δz3 + ez4)
∂
∂z0
+ (iz3 + jz4)
∂
∂z1
+ z3
∂
∂z2
xés, Maple donne :
X = (ξ0z0−2µez1+(2µ(δ−j)2+2ξ5e+4iµe+(ξ0−ξ6)(δ−j))z2+ξ3z3+ξ4z4) ∂
∂z0
+(ξ5z0 + ξ6z1 + (2i(ξ0 − ξ6) + (ξ5 − 2iµ)(j − δ))z2 + ξ8z3 + ξ9z4) ∂
∂z1
+(−µz0 + (2ξ0 + 3µ(δ − j)− ξ6)z2 + ξ13z3 + ξ14z4) ∂
∂z2
+((ξ0 + λ+ µδ)z3 − µez4) ∂
∂z3
+((ξ5 + iµ)z3 + (ξ6 + λ+ µj)z4)
∂
∂z4
,
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Nous présentons le alul de l'intégrale première, la proédure d'in-
tégration étant sensiblement diérente de elles déjà renontrées.
Quitte à retranher ((ξ0 + λ + µδ)z3 − µez4)R à X , le hamp X n'a
pas de omposante en
∂
∂z3
. Ainsi les trois hamps engendrent le feuilletage
restreint à la arte ane z3 = 1 ; dans ette arte ane, les hamps Y et
Z s'érivent
Y˜ = Y|z3=1 =
∂
∂z0
+ z4
∂
∂z1
Z˜ = Z|z3=1 = (δ + ez4)
∂
∂z0
+ (i+ jz4)
∂
∂z1
+
∂
∂z2
Redressons les hamps Y˜ et Z˜ par un automorphisme polynomial.
Le ot de Y˜ est
ϕ : (z; t) 7→ (z0 + t, z1 + z4t, z2, z4)
et elui de Z˜
ψ : (z; s) 7→ (z0 + (δ + ez4)s, (i+ jz4)s+ z1, s+ z2, z4)
On dénit omme d'habitude le diéomorphisme
H(z0, z1, z2, z4) = ϕ(ψ(0, z1, 0, z4; z2); z0)
= (z0 + (δ + ez4)z2, z1 + (i+ jz4)z2 + z0z4, z2, z4)
Par onstrution H onjugue ∂
∂z0
à Y˜ et ∂
∂z2
à Z˜. On note F˜ le feuil-
letage assoié à l'algèbre engendrée par les hamps X˜ = X|z3=1, Y˜ , Z˜ et
R|z3=1. On onstate que le hamp X˜|z0=z2=0, quitte à le modier ave des
ombinaisons ii polynomiales de R, Y et Z, s'érit
((ξ6 − ξ0 − λ− µδ)z1 + 3µez1z4 + (ξ9 − iξ14 − ξ3 − ξ13(j − δ))z4
+(ξ13e+ (δ − j)ξ14 − ξ4)z24 + eξ14z34 + ξ8 − iξ13
) ∂
∂z1
+
(
(ξ5 + µi) + (ξ6 − ξ0 + µ(j − δ))z4 + µez24
) ∂
∂z4
Il est tangent à F˜ et au 2-plan z0 = z2 = 0 ; don il dérit F˜ en
restrition à e 2-plan. Ce feuilletage est aussi déni par
ω =
(
κ0 + κ1z4 + κ2z
2
4
)
dz1
+
(
κ3z1 − 3κ2z1z4 + κ5z4 + κ6z24 + κ7z34 + κ8
)
dz4
ave
κ0 = ξ5 + µi, κ1 = ξ6 − ξ0 + µ(j − δ)
κ2 = µe, κ3 = −ξ6 + ξ0 + λ+ µδ,
κ5 = −ξ9 + iξ14 + ξ3 + ξ13(j − δ), κ6 = (j − δ)ξ14 − ξ13e + ξ4,
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κ7 = −eξ14, κ8 = iξ13 − ξ8
On regarde la forme ω omme une équation diérentielle linéaire ave
seond membre dont on herhe une solution partiulière
z1 = a0 + a1z4 + a2z
2
4 + a3z
3
4
En développant on obtient
(κ0a1 + κ3a0 + κ8) + (2κ0a2 + (κ1 + κ3)a1 − 3κ2a0 + κ5) z4
+ (3κ0a3 + (2κ1 + κ3)a2 − 2κ2a1 + κ6) z24 + ((3κ1 + κ3)a3 − κ2a2 + κ7) z34 = 0
La résolution de ette équation onduit à
a0 =
1
f
(
3κ30κ7 + 3κ
2
0κ2κ5 − 9κ0κ1κ2κ8 + 5κ0κ1κ3κ5 − 6κ31κ8 − 5κ0κ2κ3κ8
−κ20κ3κ6 + 6κ0κ21κ5 − 3κ20κ1κ6 − 11κ21κ3κ8 − 6κ1κ23κ8 + κ0κ23κ5 − κ33κ8
)
,
a1 = −1
f
(
3κ2κ
2
3κ8 + 3κ0κ2κ3κ5 + 6κ
2
1κ3κ5 + 15κ1κ2κ3κ8 + 5κ1κ
2
3κ5
−κ0κ23κ6 − 3κ0κ1κ3κ6 + κ33κ5 + 3κ20κ3κ7 + 18κ21κ2κ8 + 9κ0κ22κ8
)
,
a2 = −1
f
(
6κ22κ3κ8 + 18κ1κ
2
2κ8 + 3κ0κ2κ3κ6 + 9κ0κ1κ2κ6 + 2κ2κ
2
3κ5 + κ
3
3κ6
−3κ0κ23κ7 + 4κ1κ23κ6 + 3κ21κ3κ6 − 3κ0κ1κ3κ7 + 6κ1κ2κ3κ5 − 9κ20κ2κ7
)
,
a3 = −1
f
(
2κ21κ3κ7 + κ1κ2κ3κ6 + 6κ0κ1κ2κ7 + 3κ1κ
2
3κ7 + 3κ0κ
2
2κ6
+κ2κ
2
3κ6 + κ
3
3κ7 + 5κ0κ2κ3κ7 + 6κ
3
2κ8 + 2κ
2
2κ3κ5
)
où
f = 11κ21κ
2
3 + 6κ1κ
3
3 + κ
4
3 + 8κ0κ2κ
2
3
+6κ31κ3 + 24κ0κ1κ2κ3 + 18κ0κ
2
1κ2 + 9κ
2
0κ
2
2
Notons p(z) = a0+a1z+a2z
2+a3z
3
et posons z1 = Z1+p(z4) ; la nouvelle
forme s'érit alors(
κ0 + κ1z4 + κ2z
2
4
)
dZ1 + Z1 (κ3 − 3κ2z4) dz4
soit enore
dZ1
Z1
+
κ3 − 3κ2z4
κ0 + κ1z4 + κ4z22
dz4
qui s'intègre expliitement par déomposition en éléments simples ; no-
tons que κ0+κ1z4+κ4z
2
2 6≡ 0. Il y a plusieurs as suivant que le polynme
κ0 + κ1z4 + κ4z
2
2 a des raines distintes ou non.
Commençons par onsidérer le as où le polynme κ0+ κ1z4+ κ4z
2
2 a
deux raines distintes
γ± =
−κ1 ±
√
κ21 − 4κ0κ2
2κ2
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Le feuilletage est alors dérit par la 1-forme
dZ1
Z1
+
1
κ2
(
b
z4 − γ− +
c
z4 − γ+
)
dz4
ave
c =
κ2(κ3 − 3κ2γ+)√
κ21 − 4κ0κ2
, b = −3κ2 − c
On en déduit l'intégrale première
P (z0, z1, z2, z3, z4) (z4 − γ−z3)b(z4 − γ+z3)c
z3+b+c3
où P s'érit :
(z1 − iz2 − a1z4)z23 + ((δ − j)z2 − z0)z3z4 + (ez2 − a2z3)z24 − a0z33 − a3z34
soit à onjugaison près
(z1z
2
3 + z0z3z4 + ez2z
2
4 − az34) (z4 − ̺−z3)b(z4 − ̺+z3)c
z3+b+c3
ave a, e ∈ {0, 1} et les ̺+ et ̺− se alulent en fontion des diérents
paramètres.
Finalement onsidérons le as où le polynme κ0 + κ1z4 + κ4z
2
2 a une
raine double γ = − κ1
2κ2
Le feuilletage est alors dérit par la 1-forme
dZ1
Z1
+ η
dz4
(z4 − γ)2 − 3
dz4
z4 − γ
ave
η =
κ3 − 3κ2γ
κ2
On obtient omme intégrale première
P (z0, z1, z2, z3, z4)
(z4 − γz3)3
exp
(
ηz4
γz3 − z4
)
ou enore à onjugaison près
(z1z
2
3 + z0z3z4 + ez2z
2
4 − az34)
(z4 − z3)3
exp
(
υz4
z3 − z4
)
ave a, e ∈ {0, 1}.
3.3.3. Pour nir traitons le as où
Y =


0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 et Z =


a b c δ e
f −a h i j
0 0 0 ℓ m
0 0 0 a b
0 0 0 f −a


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ave


aℓ = −fm
δmℓ = −m2i+mjℓ+ eℓ2
cℓ = −hm
bℓ2 = −fm2
Il y a deux as.
3.3.3.1. Maple donne l'algèbre L engendrée par les hamps
X = (−3εz0 + ξ1z1 + ξ2z2 + (δξ1 − ξ2m)ℓ
2 + 2mε(δℓ+mi− ℓj)
bℓ2
z3 + ξ4z4)
∂
∂z0
+(−2εz1 + 2ξ1i+ ξ2ℓ− εδ
2b
z3)
∂
∂z1
+(−2εz2 + ℓξ1 +mε
b
z3 + ξ14z4)
∂
∂z2
+ (−εz3 + ξ1z4) ∂
∂z3
Z = (bz1 + δz3 +
m(δℓ−mi− ℓj)
ℓ2
z4)
∂
∂z0
+ iz3
∂
∂z1
+(ℓz3 +mz4)
∂
∂z2
+ bz4
∂
∂z3
,
et (
2ε 0
1
2
(εδ − ξ2ℓ) ε
)
Les valeurs propres de ette matrie sont 2ε et ε don α˜ = 2˜ ; on remarque
que ε 6= 0.
Le feuilletage assoié à ette algèbre admet pour intégrale première(
z2z4 − mb z3z4 − ℓ2bz23 + κz24
)3(
ξ2z2z24 − εz0z24 + εz1z3z4 + ςz3z24 + ( δε−ℓξ22b )z23z4 − iε3bz33 + (ξ2κ− εν)z34
)2
ave
κ = −ξ14
2ε
+
ξ1m
2εb
, ς =
mε(δℓ−mi− jℓ)−mℓ2ξ2
ℓ2b
ν = − 1
3ε
(
ξ2ξ14
2ε
− ξ1ξ2m
2bε
+ ξ4 − ξ1m(δℓ−mi− ℓj)
bℓ2
)
soit à onjugaison près
(z2z4 − ζz23)3
(z0z24 + z1z3z4 − υz33)2
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ave υ, ζ ∈ {0, 1}.
3.3.3.2. L'algèbre L est engendrée par les hamps
X = (−4εz0 + ξ1z1 + ξ2z2 + δξ1ℓ− hmξ14 + 3εm(δ − j)− ξ2mℓ
bℓ
z3 + ξ4z4)
∂
∂z0
+(−3εz0 + h(ℓξ1 +mε
bℓ
z2 +
ξ2ℓ+ hξ14 − 2εδ
2b
z3)
∂
∂z1
+(−2εz2 + ℓξ1 +mε
b
z3 + ξ14z4)
∂
∂z2
+ (−εz3 + ξ1z4) ∂
∂z3
Z = (bz1 − hm
ℓ
z2 + δz3 +
m(δ − j)
ℓ
z4)
∂
∂z0
+ hz2
∂
∂z1
+(ℓz3 +mz4)
∂
∂z2
+ bz4
∂
∂z3
et (
3ε 0
(bℓ(hξ14−ξ2ℓ))+2bℓεδ−2hm(εm+ℓξ1)
2bℓ
ε
)
On note que α˜ = 3˜, que ε 6= 0 et que bℓ 6= 0 (sinon α˜ = 0˜).
Le feuilletage assoié à ette algèbre admet pour intégrale première
(z2z4 − ℓP + ηz24)2
2ε
(
ζz3z
3
4 − z0z34 − hz2z4P + z1z3z24 + 2τρ2ℓz23z24 + ϑz33z4 + hℓ8b2 z43
)
+ κz24 (z2z4 − ℓP + ηz24)
ave
ν =
1
4ε
(− 1
2ε
(ξ2 +
ξ1hm
bℓ
)(
ξ1m
b
− ξ14) + ξ4 − ξ1m(δ − j)
bℓ
),
κ = ξ2 +
ξ1hm
bℓ
, η =
1
2ε
(
ξ1m
b
− ξ14), ς = ℓεh
2b
τ = m2h + bℓδ, ρ =
1
2bℓ
, ϑ =
mh
2b2
,
ζ = 2mρ(δ − j) et P = ρ(2mz4 + ℓz3)z3
Ce qui onduit à onjugaison près à
(z2z4 +Υ1z
2
3)
2
z0z34 + z1z3z
2
4 +Υ2z2z
2
3z4 + υz
3
3z4 +Υ3z
4
3
où Υi ∈ {0, 1}.
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Théorème 6.4. (Maple) Soit F un L -feuilletage de degré 3 sur CP(4).
Si L admet pour présentation {[X, Y ] = Y, [X,Z] = αZ, [Y, Z] = 0}, α 6= 0,
alors le feuilletage F possède un intégrale première de l'un des types :
(
z0z
3
4 − z
2
2
z2
4
2
− z3z24 + z2z23z4 − z
4
3
4
)3
(
z1z
2
4 − z2z3z4 + z
3
3
3
)4
(
z1z
2
4 − z2z3z4 + z
3
3
3
)4
(
z0z34 − (2z1z3 + z22)z24 − z
4
3
2
)3
z4(z0z
2
4 + z1z3z4 + z
2
2z4 + az
3
3)
z43
z3κ−λ4 z
λ
3
(z1z
2
4 + z2z3z4 + z
2
2z3 + z
2
0z4)
κ
(
z3
z4
)κ
exp
(
z1z
2
4 + z0z3z4 + z
2
2z3
z34
)
zκ+λ3 z
2λ−κ
4
(z1z24 + z0z3z4 + z
2
2z3)
λ
(
z3
z4
)κ
exp
(
z1z
2
4 + z0z3z4 + z
2
2z3
z23z4
)
(
(z0 − γ+z1)z4 + (γ+c− d)z23 − z
2
2
2
+ γ+z2z3
)ϑ+(
(z0 − γ−z1)z4 + (γ−c− d)z23 − z
2
2
2
+ γ−z2z3
)ϑ−
z24
(z0 − z1)z4 + cz2z3 − z
2
2
2
+ υz23
z24
exp

 ζ
(
z0z4 − 2gδz23 − z
2
2
2
)
(z0 − z1)z4 + cz2z3 − z
2
2
2
+ υz23


zλ33 z
λ4
4 Q
λ2
, ou Q est une ertaine ubique, et ses dégénéresenes (f 3.2.5.)
zκ4 (z0z
2
3 + z1z2z3 + z
3
2)
λ−κ
z3λ−2κ3(
z4
z3
)κ
exp
(
z0z
2
3 + z1z2z3 + z
3
2
z23z4
)
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z0z
2
3 + z1z2z3 + z
3
2
z33
exp
(
z4
z3
)
(z1z
2
3 + z0z3z4 + ez2z
2
4 − az34)
(z4 − z3)3
exp
(
υz4
z3 − z4
)
(z1z
2
3 + z0z3z4 + ez2z
2
4 − az34) (z4 − ̺−z3)κ(z4 − ̺+z3)λ
z3+κ+λ3
(z2z4 − az23)3
(z0z24 + z1z3z4 − ez33)2
où ξ, υ ∈ {0, 1}
(z2z4 +Υ1z
2
3)
2
z0z34 + z1z3z
2
4 +Υ2z2z
2
3z4 + υz
3
3z4 +Υ3z
4
3
où a, e, Υi ∈ {0, 1} et les autres paramètres sont des nombres omplexes.
4. L'algèbre L a pour présentation {[X, Y ] = [X,Z] = 0, [Y, Z] = Y }.
Comme préédemment on dénit les ombinaisons linéaires permises par
les ombinaisons linéaires de X , Y et Z ave X , Y , Z et R qui respetent la
struture de l'algèbre L .
La résolubilité de L et l'égalité [Y, Z] = Y assurent que Y est nilpotent.
Les matries X et Y ommutent d'où l'existene d'une base dans laquelle on
peut jordaniser X et Y ; on obtient modulo R les ongurations suivantes :
X =


ν0 β 0 0 0
0 ν0 0 0 0
0 0 0 δ 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 ν2

 et Y =


0 ε 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 η 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


X =


ν0 β 0 0 0
0 ν0 0 0 0
0 0 0 δ ϑ
0 0 0 0 δ
0 0 0 0 0

 et Y =


0 ε 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 φ η
0 0 0 0 φ
0 0 0 0 0


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X =


ν0 0 0 0 0
0 ν1 0 0 0
0 0 0 ε δ
0 0 0 0 ε
0 0 0 0 0

 et Y =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 ϑ β
0 0 0 0 ϑ
0 0 0 0 0


X =


ν 0 0 0 0
0 0 η ϑ φ
0 0 0 η ϑ
0 0 0 0 η
0 0 0 0 0

 et Y =


0 0 0 0 0
0 0 β δ ε
0 0 0 β δ
0 0 0 0 β
0 0 0 0 0


X =


0 η ϑ φ ν
0 0 η ϑ φ
0 0 0 η ϑ
0 0 0 0 η
0 0 0 0 0

 et Y =


0 λ β δ ε
0 0 λ β δ
0 0 0 λ β
0 0 0 0 λ
0 0 0 0 0


On herhe alors Z tel que [X,Z] = 0 et [Y, Z] = Y , on obtient les sept
ongurations suivantes que l'on traite au as par as. Certaines ongurations
s'avèrent redondantes omme nous le verrons ; omme ela ne se onstate qu'à
posteriori nous les avons laissés.
4.1. D'après Maple, les hamps X , Y et Z s'érivent
X = z0
∂
∂z0
+ z1
∂
∂z1
, Y = εz1
∂
∂z0
+ z3
∂
∂z2
, ε 6= 0
Z = (ξ0z0 + ξ1z1)
∂
∂z0
+ (ξ0 − 1)z1 ∂
∂z1
+ ξ2z3
∂
∂z3
+((ξ2 + 1)z2 + ξ3z3 + ξ4z4)
∂
∂z2
+ (ξ5z3 + ξ6z4)
∂
∂z4
Le feuilletage F assoié à ette algèbre est dérit dans la arte ane
z3 = 1 par la 1-forme ω donnée par
((ξ2 − ξ6)z4 − ξ5)(z1dz0 − z0dz1) + ε(ξ5 + (ξ6 − ξ2)z4)z21dz2
+(z0 + (ξ1 − εξ3)z1 − εz1z2 − εξ4z1z4)z1dz4
Supposons que λ = ξ6 − ξ2 6= 0 ; on peut résorber le terme ξ5 et, omme
ε 6= 0, par une homothétie on se ramène à
λ(z0dz1 − z1dz0)z4 + λz21z4dz2 + (z0 + ξ′1z1 − z1z2 − ξ4z1z4)dz4
On proède ii par élatement Posons z0 = tz1, ξ
′
1 = ξ1 − ξ3 − ξ4ξ5λ puis
T = t− z2 + ξ′1 ; on obtient
z21 ((T − ξ4z4)dz4 − λz4dT )
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qui a pour fateur intégrant
z21z4 ((1− λ)T − ξ4z4)
Si λ 6= 1, le feuilletage admet pour intégrale première
zλ1 z
λ−1
3 z4
((1− λ)(z0z3 − z1z2 + ξ′1z1z3)− ξ4z1z4)λ
et
z4
z3
exp
(
z0z3 − z1z2 + ξ′1z1z3
z1z4
)
sinon.
Ce qui donne à onjugaison près
zλ1 z
λ−1
3 z4
(z0z3 + z1z2)
λ
si λ 6= 1 et
z4
z3
exp
(
z0z3 + z1z2
z1z4
)
sinon.
Supposons que λ = 0 ; on remarque que si ξ5 = 0, le degré du feuil-
letage hute. La 1-forme ω s'érit alors
−ξ5(z1dz0 − z0dz1) + εξ5z21dz2
+ (z0 + (ξ1 − εξ3)z1 − εz1z2 − εξ4z1z4) z1dz4
Si ξ4 6= 0, posons t = z0z1 , T = −t + εz2 et Z4 = z4 −
ξ1−εξ3
εξ4
; quitte à
diviser par z21 , on a
ω = ξ5dT − (T + εξ4Z4)dZ4
i.e.
dT
dZ4
=
T + εξ4Z4
ξ5
Ainsi T = C exp z4 − εξ4(Z4 + ξ5) et
C = (T + εξ4(Z4 + ξ5)) exp(−z4)
est une intégrale première du feuilletage. Finalement on obtient(
εz1z2 − z0z3 + εξ4z1z4 − εξ4(ξ5 − ν)z1z3
z1z3
)
exp
(−z4 + νz3
z3
)
où
ν =
ξ1 − εξ3
εξ4
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soit à onjugaison près(
z1z2 + z0z3
z1z3
)
exp
(
z4
z3
)
Pour ξ4 = 0, on trouve l'intégrale première
z0z3 − εz1z2 − (ξ1 − εξ3)z1z3
z1z3
exp
(
− z4
ξ5z3
)
soit à onjugaison près
z0z3 + z1z2
z1z3
exp
(
z4
z3
)
On onstate que les intégrales premières trouvées dans les as ξ4 6= 0 et
ξ4 = 0 sont onjuguées.
4.2. Le deuxième as donné par Maple est le suivant
X = (z0 + βz1)
∂
∂z0
+ z1
∂
∂z1
, Y = (z3 + (ξ9 − ξ3)z4) ∂
∂z2
+ z4
∂
∂z3
Z = ξ1z1
∂
∂z0
+ (z2 + ξ3z3 + ξ4z4)
∂
∂z2
+ ξ3z4
∂
∂z3
− z4 ∂
∂z4
Posons
Z2 =
2z2 − z23 + 2(ξ3 − ξ9)z3 + ξ9ξ3 + ξ4 − ξ29
2
alors la 1-forme annulant les hamps X , Y , Z et R s'érit
z1dz0 − (z0 + βz1)dz1
z21
− ξ1
2
dZ2
Z2
e qui onduit à l'intégrale première
z2β1
(
z2z4 − z
2
3
2
+ (ξ3 − ξ9)z3z4 + (ξ3(ξ3 − ξ9) + ξ4)z24
)ξ1
z
2(β+ξ1)
4
exp
(
2z0
z1
)
soit à onjugaison près
z2β1
(
z2z4 − z
2
3
2
)ξ1
z
2(β+ξ1)
4
exp
(
z0
z1
)
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4.3. Comme troisième as on a
X = z0
∂
∂z0
+ z1
∂
∂z1
, Y = (z3 − ξ3z4) ∂
∂z2
+ z4
∂
∂z3
, R et
Z = (ξ0z0 + ξ6z1)
∂
∂z1
+ (2z2 + ξ3z3)
∂
∂z2
+ z3
∂
∂z3
ou bien si ξ0 = ξ6
X = z0
∂
∂z0
+ z1
∂
∂z1
, Y = (z3 − ξ3z4) ∂
∂z2
+ z4
∂
∂z3
, R et
Z = (ξ0z0 + z1)
∂
∂z0
+ ξ0z1
∂
∂z1
+ (2z2 + ξ3z3)
∂
∂z2
+ z3
∂
∂z3
Dans le premier as, après étude dans la arte ane z4 = 1, on trouve
l'intégrale première(
z0
z1
) 2
ξ6−ξ0
(
z2z4 − z
2
3
2
+ ξ3z3z4
z24
)
qui est onjuguée à (
z0
z1
) 2
ξ6−ξ0
(
z2z4 − z23
z24
)
et dans le seond as
z2z4 − z
2
3
2
+ ξ3z3z4
z24
exp
(
−2z0
z1
)
qui se ramène à
z2z4 − z23
z24
exp
(
z0
z1
)
C'est un as partiulier du 4.2 (β = 0, ξ1 = 1)
4.4. Les hamps X , Y et Z s'érivent dans le quatrième as :
X = z0
∂
∂z0
+ z1
∂
∂z1
, Y = z1
∂
∂z0
+ z4
∂
∂z2
Z = −z1 ∂
∂z1
+ (z2 + ξ3z3)
∂
∂z2
+ (ξ8z3 + ξ9z4)
∂
∂z3
La 1-forme ω annulant es hamps s'érit dans la arte ane z4 = 1
(ξ8z3 + ξ9)(z1dz0 − z0dz1 − z21dz2)− z1(z0 − z1(z2 + ξ3z3z1))dz3
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autrement dit
d
(
z0
z1
− z2
)
−
(
z0
z1
− z2 − ξ3z3
)
dz3
ξ8z3 + ξ9
Posons u = z0
z1
− z2 ; alors à multipliation près ω est du type
(ξ8z3 + ξ9)du+ (u− ξ3z3)dz3
Notons, si ξ8 6= 0 :
κ =
ξ9
ξ8
, Z3 = z3 + κ et U = u− ξ3κ
Alors le feuilletage est dérit par
ξ8Z3dU + (U − ξ3Z3)dZ3
et admet pour intégrale première
Z3((ξ8) + 1)U − ξ3Z3)ξ8
si ξ8 6= −1 et
Zξ33 exp
(
U
Z3
)
sinon.
On obtient dans les oordonnées initiales l'intégrale première
(z3 + κz4)((ξ8 + 1)(z0z4 − z1z2 + ξ3κz1z4)− ξ3(z3z4 + κz24))ξ8
zξ81 z
1+ξ8
4
qui est onjuguée à
z3(z0z4 − z1z2)ξ8
zξ81 z
1+ξ8
4
si ξ8 6= 1, et (
z3 + κz4
z4
)
exp
(
z0z4 − z1z2 − ξ3κz1z4
z1(z3 + κz4)
)
que l'on onjugue à (
z3
z4
)
exp
(
z0z4 − z1z2
z1z3
)
sinon. On remarque que ette dernière intégrale première se ramène à
elle obtenue en 4.1. pour λ 6= 1.
Lorsque ξ8 = 0, la 1-forme ω s'érit
ξ9du+ (u− ξ3z3)dz3
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et a pour intégrale première
(u− ξ3z3 + ξ3ξ9) exp
(
z3
ξ9
)
e qui onduit à
z0z4 − z1z2 − ξ3z1z3 + ξ3ξ9z1z4
z1z4
exp
(
z3
ξ9z4
)
que l'on transforme en :
z0z4 − z1z2
z1z4
exp
(
z3
z4
)
Cette intégrale première est enore onjuguée à elle obtenue en 4.1. pour
λ = 0.
4.5. Grâe à Maple, on obtient pour le inquième as
X = z0
∂
∂z0
+ z1
∂
∂z1
, Y = z1
∂
∂z0
+ z3
∂
∂z2
+ z4
∂
∂z3
Z = ξ1z1
∂
∂z0
− z1 ∂
∂z1
+ 2z2
∂
∂z2
+ z3
∂
∂z3
La 1-forme qui annule es hamps s'érit dans la arte ane z4 = 1
(2z2 − z23)(z1dz0 − z0dz1 − z21dz3) + z1(z0 − ξ1z1 − z1z3)(dz2 − z3dz3)
soit à oeient multipliatif près
2
d
(
z0
z1
− ξ1 − z3
)
z0
z1
− ξ1 − z3 −
d(2z2 − z23)
2z2 − z23
On onstate que
(z0z4 − ξ1z1z4 − z1z3)2
z21 (2z2z4 − z23)
est une intégrale première rationnelle du feuilletage de CP(4) assoié, e
qui donne à onjugaison près
(z0z4 − z1z3)2
z21 (z2z4 − z23)
4.6. D'après Maple l'avant dernière possibilité est la suivante :
X = z0
∂
∂z0
+ νz1
∂
∂z1
, Y = (z3 + κz4)
∂
∂z2
+ z4
∂
∂z3
, R et
Z = (ξ6 − ξ1 − ν(ξ0 − ξ1))z1 ∂
∂z1
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+(2z2 − κz3 + (ξ4 − ξ9κ)z4) ∂
∂z2
+ z3
∂
∂z3
où
κ = ξ9 − ξ3
La 1-forme annulant les hamps X , Y , Z et R s'érit dans la arte
ane z4 = 1
(β − 2κz3 − z23 + 2z2)(νz1dz0 − z0dz1) + γz0z1(dz2 − κ− z3)dz3
où
β = ξ4 − ξ9κ et γ = ξ6 + (ν − 1)ξ1 − νξ0
Cette 1-forme s'érit aussi
ν
dz0
z0
− dz1
z1
+
γ
2
d(β + 2z2 − 2κz3 − z23)
β + 2z2 − 2κz3 − z23
Le L -feuilletage dérit par ette forme admet don pour intégrale pre-
mière
z2ν0 (βz
2
4 + 2z2z4 − 2κz3z4 − z23)γ
z
2(γ+ν−1)
4 z
2
1
que l'on onjugue à
z2ν0 (z2z4 − z23)γ
z
2(γ+ν−1)
4 z
2
1
4.7. Enn la dernière possibilité est elle où les hamps X , Y et Z s'érivent
X = z0
∂
∂z0
+ z4
∂
∂z1
, Y = (z3 + εz4)
∂
∂z1
+ z4
∂
∂z2
, R et
Z = ((ξ9 + ε)z2 + (ξ8 − ξ9)z3 + (ξ9 − ξ0 + ξ6 − εξ9)z4) ∂
∂z1
+(z2 + ξ3z3)
∂
∂z2
+ (−z3 + ξ9z4) ∂
∂z3
La 1-forme annulant les hamps X , Y , Z et R s'érit dans la arte
ane z4 = 1
(z3 − ξ9)(dz0 − z0dz1 + z0(ε+ z3))dz2
+ (z0(z2(z3 − ξ9) + z3((z3 + ε)ξ3 − ξ8 + ξ9)− ξ9 + εξ9 + ξ0ξ6)) dz3
qui admet omme intégrale première
z0(z3 − ξ18z4)ζ
z1+ζ4
exp
(
−z1z4 + εz2z4 + z2z3 + ξ32 z23 + υz3z4
z24
)
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où
ζ = ((ξ3 + 1)(ξ9 + ε)− ξ8)ξ9 − ξ9 + ξ0ξ6
et
υ = ((ε+ ξ9)ξ3 − ξ8 + ξ9)
soit à onjugaison près
z0(z3 − z4)ζ
z1+ζ4
exp
(
z1z4 + z2z3
z24
)
Théorème 6.5. (Maple) Soit F un L -feuilletage de degré 3 sur CP(4).
Si L admet pour présentation {[X, Y ] = 0, [X,Z] = 0, [Y, Z] = Y }, alors le
feuilletage F possède à onjugaison près l'une des intégrales premières suiv-
antes :
zλ1 z
λ−1
3 z4
(z0z3 + z1z2)
λ
z4
z3
exp
(
z0z3 + z1z2
z1z4
)
z0z3 + z1z2
z1z3
exp
(
z4
z3
)
z2λ1
(
z2z4 − z
2
3
2
)κ
z
2(λ+κ)
4
exp
(
z0
z1
)
(
z0
z1
)κ(
z2z4 − z23
z24
)
z3(z0z4 − z1z2)κ
zκ1 z
κ+1
4
(z0z4 − z1z3)2
z21 (z2z4 − z23)
z2κ0 (z2z4 − z23)λ
z
2(λ+κ−1)
4 z
2
1
z0(z3 − z4)κ
z1+κ4
exp
(
z1z4 + z2z3
z24
)
où κ et λ désignent des nombres omplexes.
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5. L'algèbre L a pour présentation {[X, Y ] = [X,Z] = 0, [Y, Z] = X}.
On se propose de vérier le :
Théorème 6.6. Il n'existe pas de L -feuilletage de degré 3 sur CP(4)
assoié à l'algèbre {[X, Y ] = 0, [X,Z] = 0, [Y, Z] = X}.
La démonstration se fait en deux étapes, haune orrespondant à l'un des
lemmes qui suivent.
L'égalité [Y, Z] = X implique que X est nilpotente ; par jordanisation X
s'érit 

0 ε1 0 0 0
0 0 ε2 0 0
0 0 0 ε3 0
0 0 0 0 ε4
0 0 0 0 0


où εi ∈ {0, 1}. Notons
X4 =


0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


On a le :
Lemme 6.7. Si X n'est pas onjugué à X4, alors l'algèbre L n'est pas
assoiée à un feuilletage de degré 3 sur CP(4).
Démonstration. Si X est de rang 4, omme Y et Z ommutent ave X ,
les matries Y et Z sont de la forme


ν κ β γ δ
0 ν κ β γ
0 0 ν κ β
0 0 0 ν κ
0 0 0 0 ν


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Mais alors [Y, Z] = 0, e qui est exlu.
Supposons que X soit de rang 3 ; alors X est du type
X1 =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ou X2 =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0


Commençons par supposer que X est du type X1 ; Y et Z ommutent à X
don s'érivent quitte à soustraire un multiple de X

κ 0 β ∗ ∗
0 κ 0 β 0
0 0 κ 0 0
0 0 0 κ 0
0 0 0 ∗ ∗


Mais alors [Y, Z] est de la forme

0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 ∗ 0


et ne peut don pas être égal à X .
Finalement supposons que X soit du type X2 ; Y et Z ommutent à X
don s'érivent respetivement quitte à soustraire un multiple de X

0 0 ξ1 ξ2 ξ3
0 0 0 0 ξ2
0 0 0 0 0
0 ξ4 ξ5 ξ6 ξ7
0 0 ξ4 0 ξ6

 et


0 0 κ1 κ2 κ3
0 0 0 0 κ2
0 0 0 0 0
0 κ4 κ5 κ6 κ7
0 0 κ4 0 κ6


Alors la ondition [Y, Z] = X ne peut être satisfaite.
Si X est de rang 2, alors X est de la forme X4 ou
X3 =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


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Si X est du type X3 ; omme Y et Z ommutent ave X , ils s'érivent
quitte à soustraire un multiple de X

κ 0 ∗ ∗ ∗
0 κ 0 0 0
0 0 κ 0 0
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗


Mais alors [Y, Z] est de la forme

0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗


et ne peut don pas être égal à X .
Si X est de rang 1, alors le feuilletage assoiée à L est en fait un pull-
bak. 
Reste don à traiter le as où X = X4 ; les matries X et Y ommutent
don sont simultanément jordanisables. Il nous reste parmi les ongurations
renontrées en 4. la suivante :
X =


0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 et Y =


ν0 β 0 0 0
0 ν0 0 0 0
0 0 0 δ 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 ν2


Lemme 6.8. Cette onguration ne génère pas un L -feuilletage de degré 3
sur CP(4).
Démonstration. A ombinaisons linéaires permises près Y et Z s'érivent

ν0 0 0 0 0
0 ν0 0 0 0
0 0 0 δ 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 ν2

 et


0 0 ζ2 ζ3 ζ4
ζ5 ζ6 ζ7 ζ8 ζ9
ζ10 ζ11 ζ12 ζ13 ζ14
ζ15 ζ16 ζ17 ζ18 ζ19
ζ20 ζ21 ζ22 ζ23 ζ24


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L'égalité [Y, Z]−X = 0 s'érit alors

0 −1 −ν0ζ2 ζ2δ − ν0ζ3 ζ4(ν2 − ν0)
0 0 −ν0ζ7 ζ7δ − ν0ζ8 ζ9(ν2 − ν0)
ζ10ν0 − δζ15 ζ11ν0 − δζ16 −ζ17δ δ(ζ12 − ζ18)− 1 ζ14ν2 − δζ19
ζ15ν0 ζ16ν0 0 ζ17δ ζ19ν2
ζ20(ν0 − ν2) ζ21(ν0 − ν2) −ν2ζ22 ζ22δ − ν2ζ23 0


e qui est absurde (première ligne, 2ème olonne). 
6. L'algèbre L a pour présentation
{[X, Y ] = Y, [X,Z] = Y + Z, [Y, Z] = 0}.
De même on a le :
Théorème 6.9. Il n'existe pas de L -feuilletage de degré 3 sur CP(4)
assoié à l'algèbre dérite par {[X, Y ] = Y, [X,Z] = Y + Z, [Y, Z] = 0}.
La démonstration se fait en deux étapes, haune orrespondant à l'un des
lemmes qui suivent.
La résolubilité de L et l'égalité [X, Y ] = Y implique que Y est nilpotente,
alors par jordanisation Y s'érit

0 ε1 0 0 0
0 0 ε2 0 0
0 0 0 ε3 0
0 0 0 0 ε4
0 0 0 0 0


où εi ∈ {0, 1}. Notons
Y4 =


0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


on a
Lemme 6.10. Si Y n'est pas onjugué à Y4, alors l'algèbre L n'est pas
assoiée à un feuilletage de degré 3 sur CP(4).
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Démonstration. Supposons que Y soit de rang 4. Comme Z ommute
à Y , la matrie Z est quitte à soustraire Y de la forme

0 0 β γ δ
0 0 0 β γ
0 0 0 0 β
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


et l'égalité [X, Y ] = Y implique que
X =


κ′ β ′ γ′ δ′ ε′
0 κ′ + 1 β ′ γ′ δ′
0 0 κ′ + 2 β ′ γ′
0 0 0 κ′ + 3 β ′
0 0 0 0 κ′ + 4


Ainsi [X,Z]− Z s'érit 

0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 0 ∗
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


et ne peut dont pas être égal à Y .
Supposons que Y soit de rang 3, alors Y est du type
Y1 =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ou Y2 =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0


Si Y est du type Y1 ; omme [Z, Y ] = 0, on obtient
Z =


κ β γ ∗ ∗
0 κ β γ 0
0 0 κ β 0
0 0 0 κ 0
0 0 0 ∗ ∗


L'égalité [X, Y ] = Y implique que X s'érit

κ′ β ′ γ′ ∗ ∗
0 κ′ + 1 β ′ γ′ 0
0 0 κ′ + 2 β ′ 0
0 0 0 κ′ + 3 0
0 0 0 ∗ ∗


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Alors [X,Z]− Z est de la forme

−κ 0 γ ∗ ∗
0 −κ 0 γ 0
0 0 −κ 0 0
0 0 0 −κ 0
0 0 0 ∗ ∗


don diérent de Y .
Si Y est du type Y2, alors omme [Z, Y ] = 0 et Z est nilpotent, on obtient
Z =


0 0 ξ0 β ξ1
0 0 0 0 β
0 0 0 0 0
0 κ ξ2 0 ξ3
0 0 κ 0 0


L'égalité [X, Y ] = Y implique que X s'érit modulo R

0 b c δ e
0 1 b 0 δ
0 0 2 0 0
0 f g a h
0 0 f 0 a + 1


Alors [X,Z]− Z − Y s'érit

0 βf − κδ − 1 ξ0 + βg + ξ1f − δξ2 − eκ β(a− 1) β(h− b) + ξ1a− δξ3
0 0 βf − κδ − 1 0 β(a− 1)
0 0 0 0 0
0 −aκ κ(b− h) + ξ2(1− a) + ξ3f 0 κδ − βf − 1
0 0 −aκ 0 0


Cette matrie doit être identiquement nulle. En partiulier on a
βf − κδ − 1 = κδ − βf − 1 = 0
e qui est absurde.
Supposons maintenant que Y soit de rang 2 ; alors Y est du type Y4 ou :
Y3 =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


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Si Y est de la forme Y3, alors l'égalité [Y, Z] = 0 onduit à
Z =


κ β ∗ ∗ ∗
0 κ β 0 0
0 0 κ 0 0
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗


Ensuite l'égalité [X, Y ] = Y implique que X est de la forme

κ′ β ′ ∗ ∗ ∗
0 κ′ + 1 β ′ 0 0
0 0 κ′ + 2 0 0
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗


En résulte que [X,Z]− Z s'érit

−κ 0 ∗ ∗ ∗
0 −κ 0 0 0
0 0 −κ 0 0
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗


et ne peut don être égal à Y .
Si X est de rang 1, alors le feuilletage assoiée à L est en fait un pull-
bak. 
Reste don à traiter le as où Y = Y4 ; les matries Y et Z ommutent, d'où
l'existene d'une base dans laquelle on peut jordaniser Y et Z. Par ailleurs la
résolubilité de L et l'égalité [X,Z] = Y + Z implique que Z est nilpotente ;
don parmi les ongurations du 4. il nous reste seulement la onguration
Y =


0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 et Z =


0 β 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 δ 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


Lemme 6.11. Cette onguration ne génère pas un L -feuilletage de degré
3 sur CP(4).
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Démonstration. L'égalité [X, Y ] = Y implique que X s'érit à ombi-
naisons linéaires permises près

0 0 ζ1 ζ2 ζ3
0 1 0 ζ4 0
ζ5 ζ6 ζ7 ζ8 ζ9
0 ζ10 0 ζ7 + 1 0
0 ζ11 0 ζ12 ζ13


Mais alors on a
[X,Z]− Y − Z =


0 −1 0 βζ4 − ζ1δ 0
0 0 0 0 0
0 δζ10 − ζ5β 0 −1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


d'où −1 = 0 e qui est exlu. 
CHAPITRE 7
L -feuilletages de degré 0 et de odimension quelonque
sur CP(n).
Par dénition, un L -feuilletage de degré 0 et de odimension p sur CP(n)
est assoié au hamp de p-plans déni par une p-forme homogène Ω de degré
1 sur Cn+1 annulant le hamp radial R. Plus préisément une telle 1-forme
s'érit
Ω =
∑
I=(i1,...,ip)
LIdzi1 ∧ . . . ∧ dzip
où LI désigne une forme linéaire. On demande que iRΩ 6= 0. L'intégrabilité
se traduit omme suit : en tout point m ∈ Cn+1 générique, i.e. Ω(m) 6= 0, la
1-forme Ω s'érit loalement
Ω = ω1 ∧ . . . ∧ ωp
où les ωi sont des 1-formes loales telles que le système de Pfa engendré par
les ωi soit intégrable :
ω1 ∧ . . . ∧ ωp ∧ dωi = 0 ∀ i ∈ {1, . . . , p}
Théorème 7.1. Un feuilletage F de odimension p et de degré 0 sur
CP(n) est un L -feuilletage.
Démonstration. Elle résulte de la desription des formes Ω qui suit.
Si p = n− 1, la ondition iRΩ = 0 implique l'existene d'un hamp X0 tel
que
Ω = iX0iRdz0 ∧ . . . ∧ dzn
Comme deg Ω = 1, on peut prendre pour X0 un hamp onstant, par exemple
∂
∂z0
. Visiblement, F est un L -feuilletage et l'algèbre L˜ est engendrée par les
hamps
zj
∂
∂z0
, j = 0, . . . , n+ 1 et R
Les
zi
zj
, 1 ≤ i ≤ j, sont des intégrales premières de F . Dans la arte ane
z0 = 1, le feuilletage est assoié au hamp radial de C
n
:
n∑
i=1
zi
∂
∂zi
.
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On suppose que p < n − 1. Soit m ∈ Cn+1 un point générique, la 1-forme
Ω s'érit
ω0 ∧ . . . ∧ ωp−1
où ωi désigne une 1-forme loale en m. Le théorème de Frobenius lassique
assure l'existene de submersions f1, . . ., fp indépendantes telles que
Ω ∧ dfi = 0
On peut supposer que fi = zi + termes de degré supérieur pour tout i =
0, . . . , p − 1. On a l'égalité dΩ ∧ dfi = 0 qui, omme la 1-forme dΩ est à
oeients onstants, onduit pour i = 0, . . . , p− 1 à
dΩ ∧ dzi = 0
En résulte que
Ω = dz0 ∧ . . . ∧ dzp−1 ∧ η
où η est une 1-forme à oeients onstants : il existe une forme linéaire L tell
que η = dL. L'identité d'Euler
LRΩ = iRdΩ = (p+ 1)Ω
assure que
dz0 ∧ . . . ∧ dzp−1 ∧ dL 6= 0
On peut don supposer que L = zp ; on obtient alors
Ω = iR(dz0 ∧ . . . ∧ dzp)
= z0dz1 ∧ . . . ∧ dzp − z1dz0 ∧ dz2 ∧ . . . ∧ dzp + . . .
On remarque que les hamps de veteurs
zj
∂
∂zℓ
, ℓ ≥ p + 1 et Rij = zi ∂
∂zi
+ zj
∂
∂zj
, i < j ≤ p
annulent Ω. Cei démontre que F est un L -feuilletage ; il possède omme
intégrales premières
zi
zj
i < j ≤ p
Les feuilles régulières sont d'adhérene des p-plans. 
Rappelons que lors de l'étude de l'exemple de Gordan-N÷ther nous avons
renontré des L -feuilletages de odimensions diérentes de 1 ; les feuilletages
de degré 1 sur CP(n) de odimension p, ave 1 < p < n− 1, ne sont atuelle-
ment pas lassiés. Voii quelques exemples de feuilletages de odimension 2
obtenus par intersetion de feuilletages de odimension 1 par exemple dans
CP(4). On généralisera failement.
Comme on l'a vu l'intersetion de deux pineaux d'hyperplans
z0
z1
= te
et
z0
z2
= te dénit un feuilletage de degré 0 sur CP(4). Ce feuilletage peut
être vu omme dégénéresene de l'intersetion de deux pineaux d'hyperplans
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génériques
z0
z1
= te et z2
z3
= te qui lui aussi est un L-feuilletage de degré 1
ette fois.
Considérons maintenant un feuilletage logarithmique Fω, de degré 1, donné
par
ω1 = z0z1z2
2∑
i=0
λi
dzi
zi
où λ0 + λ1 + λ2 = 0. Nous allons l'interseter ave un pineau d'hyperplans ;
le degré du feuilletage assoié sera 1 ou 2 suivant que la position du pineau
d'hyperplans est générique ou non par rapport à ω1. Par exemple le feuilletage
de odimension 2 obtenu par intersetion de Fω1 et de
z3
z4
= te dénit un feuil-
letage de degré 2 sur CP(4). Il possède les deux intégrales premières zλ00 z
λ1
1 z
λ2
2
et
z2
z3
. On peut faire dégénérer e pineau sur le suivant
z0
z3
= te et obtenir
ainsi un feuilletage de degré 1. Ces deux feuilletages sont des L -feuilletages.
Si l'on onsidère un autre type de dégénéresene du pineau, par exemple le
pineau
z0+z1
z3
= te, on obtient un feuilletage de degré 2 et de odimension 2
qui n'est pas un L -feuilletage.
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